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Lời NÓI ĐẦU 


ơn sách BÀI TẬP HÌNH HỌC 11 được biên soạn nhằm giúp cho 
học sinh lớp 11 có thêm tài liệu tự học và tự rèn luyện để nắm vững 
các kiến thức và kĩ năng cơ bản đã được học trong sách giáo khoa 
Hình học I1, tạo điều kiện góp phần đổi mới phương pháp dạy và 
học ở trường THPT hiện nay. Nội dung cuốn sách bám sát theo nội 
dụng của sách giáo khoa mới, phù hợp với chương trình Giáo dục 
phổ thông môn Toán của Bộ Giáo dục và Đào tạo vừa ban hành 
năm 2006. 
Nội dung cuốn sách này gồm : 
Chương I : Phép đời hình và phép đồng dạng trong mặt phẳng 
Chương II : Đường thẳng và mặt phẳng trong không gian. 
Quan hệ song song 
Chương HH : Vec(ơ trong không gian. 
Quan hệ vuông góc trong không gian 
Bài tập cuối năm 
Nội dung của mỗi chương được chia ra nhiều chủ đề, mỗi chủ đề là 
một xoắn (§). Trong từng xoắn, cấu trúc được trình bày theo thứ tự 
như saH - 
A. Các kiến thức cần nhớ : Phần này nêu tóm tắt những kiến thức 
cơ bản và kĩ năng cơ bản cần nhớ đã được trình bày trong sách 
giáo khoa Hình học ÏlÌ. 
B. Dạng toán cơ bản : Phần này hệ thống lại các dạng toán thường 
gặp trong khi làm bài tập, nêu các phương pháp giải chủ yếu và cho 
các ví dụ minh hoạ, đồng thời cho thêm các điều lưu ý cần thiết. 


C. Câu hỏi và bài tập : Phần này nhằm mục đích củng cố và vận 
dụng kiến thức và kĩ năng cơ bản để trả lời câu hỏi và làm bài tập 
thuộc các dạng vừa nêu ở trên, tạo điêu kiện cho học sinh rèn luyện 
thêm về phong cách tự học. Cuối môi chương có các bài tập mang 
tính chất ôn tập và một số câu hỏi trắc nghiệm nhằm giúp học sinh 
làm quen với một dạng bài tập mới. 

Cuối sách có phần hướng dẫn giải và đáp số cho các loại câu hỏi 
và bài tập. 

Mặc dù các tác giả đã cố gắng rất nhiều, nhưng chắc rằng không thể 
tránh được các thiếu sót. Rất mong các độc giả vui lòng góp ý để cho 
những lần tái bản sau, cuốn sách sẽ được hoàn thiện tốt hơn. 


CÁC TÁC GIÁ 


CHƯƠNG Ï 


"¬ __ PHÉP DỮI HÌNH 
VÀ PHÉP ĐỒNG DẠNG TRONG MẶT PHẲNG 


§1. PHÉP BIẾN HÌNH 
§2. PHÉP TỊNH TIẾN 


A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ - 


I_ PHÉP BIẾN HÌNH 
Định nghĩa 


Quy tắc đặt tương ứng mỗi điểm M của mặt phẳng với một điển xác định duy 
nhất M“ của mặt phẳng đó được gọi là phép biến hình trong mặt phẳng. 


Ta thường kí hiệu phép biến hình là Ƒ và viết F(M) = M' hay M = F(M), khi 

đó điểm M” được gọi là ảnh của điểm ⁄ qua phép biến hình F. 

Nếu .2⁄ là một hình nào đó trong mặt phẳng thì ta kí hiệu £#Z = F(2⁄2 là tập 

các điểm M' = F(M), với mọi điểm Mí thuộc .#/. Khi đó ta nói F biến hình .⁄2 
thành hình Z⁄Z”, hay hình .⁄Z là ảnh của hình ‹⁄Z qua phép biến hình Z. ` 

Để chứng minh hình ‹⁄Z“ là ảnh của hình ‹⁄Z qua phép biến hình Ƒ ta có thể 

chứng minh : Với điểm ÉM tuỳ ý thuộc Z⁄Z thì F(M) e Z⁄Z' và với mỗi M' 
thuộc .#⁄Z thì có M4 e .Z⁄ sao cho F(M) =M., 


Phép biến hình biến mỗi điểm Ä⁄ của mặt phẳng thành chính nó được gọi là 
phép đông nhất. 


II. 


II. 


IV. 


UY. 


Khi đó „ 


PHÉP TỊNH TIẾN 


Định nghĩa 
Trong mặt phẳng cho vectơ ÿ. Phép biến “`... 
hình biến mỗi điểm A⁄ thành điểm M sao ' r⁄ ⁄ 
cho M/M/=y được gọi là phép tịnh tiến ⁄ Z 
theo vectơ v (h.1.1). ⁄ ⁄ 

M M' 
Phép tịnh tiến theo vectơ ở thường được kí 


hiệu là Tp. : Hình 1.1 
Như vậy 7T;(M)= Mˆ © MM'=ÿở. 


Nhận xét. Phép tịnh tiến theo vectơ - không chính là phép đồng nhất. 


BIẾU THỨC TOA ĐỘ CỦA PHÉP TỊNH TIẾN 

Trong mặt phẳng Oxy cho điểm M⁄ ; y), V (a ; b). Gọi điểm Mfzx ; y)= Tg(M). 
X=x+a 

y =y+b. 


TÍNH CHẤT CỦA PHÉP TỊNH TIẾN 
Phép tịnh tiến. 
1) Bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kì ; 


2) Biến một đường thẳng thành đường thẳng song song hoặc trùng với đường 
thẳng đã cho ; 


3) Biến đoạn thẳng thành đoạn thẳng bằng đoạn thẳng đã cho ; 
4) Biến một tam giác thành tam giác bằng tam giác đã cho ; 
5) Biến một đường tròn thành đường tròn có cùng bán kính. 


B. DẠNG TOÁN CƠ BẢN 


Xác định ảnh của một hình qua một phép tịnh tiến 


1. Phương pháp giải 
Dùng định nghĩa hoặc biểu thức toạ độ của phép tịnh tiến. 
2. Ví dụ 


+ñiđụ 1. Cho hình bình hành ABC?D. Dựng ảnh của tam giác ABC qua phép tịnh 
tiến theo vectơ AD. 
Giải 

Vì BC= AD nên phép tịnh tiến theo vectơ' 
AD biến điểm A thành điểm D, biến điểm 
B thành điểm C (h.1.2). Để tìm ảnh của 
điểm C ta dựng hình bình hành ADEC. 
Khi đó ảnh của điểm C là điểm E. Vậy ảnh B C È 
của tam giác ABC qua phép tịnh tiến theo 


H- Hình 1.2 
vectơ AD là tam giác DCE. 


%⁄ đu 2. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy cho ÿ = (—2 ; 3) và đường thẳng đ có 
phương trình 3x — 5y + 3 =0. Viết phương trình của đường thẳng đ là ảnh 
của đ qua phép tịnh tiến 7ÿ. 
Giá 

Cách !. Lấy. một điểm thuộc đ, chẳng hạn M4 = (CO1 ; 0). Khi đó 
M = Tg(M)=(—1—2;0+3) =(—3; 3) thuộc đ. Vì Z song song với đ nên phương 
trình của nó có dạng 3x — 5y + Œ = 0. Do Me Z nên 33) - 5. 3+C=0. 
Từ đó suy ra Œ = 24. Vậy phương trình của đ” là 3x— 5y + 24 = 0. 

cà „Ö„ |x=x-2 , 
Cách 2. Từ biểu thức toạ độ của Tp | : ° - SUY ra x = x + 2, 

y=y+3 
y=y —3. Thay vào phương trình của đ ta được 3(x + 2) - 5(y'— 3) + 3 =0, 
hay 3x'— 5y+ 24 =0. Vậy phương trình của đ' là : 3xT— 5y + 24 = 0. 
Cách 3. Ta cũng có thể lấy hai điểm phân biệt #⁄, N trên đ, tìm toạ độ các ảnh 
Mĩ, N' tương ứng của chúng qua 7g. Khi đó đ” là đường thẳng M“N.. 
%⁄ ấu 3. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy cho đường tròn (C) có phương trình 
x*+y°—2x+4y—4=0. 

Tìm ảnh của (C) qua phép tịnh tiến theo vectơ ÿ = (—2; 3). 


Giải 
Cách 1. Dễ thấy (C) là đường tròn tâm /(I ; - 2), bán kính r = 3. Gọi 
U=T;(D =(1-2;—2+3)=(— 1; 1) và (C) là ảnh của (C) qua 7g thì (C7 
là đường tròn tâm 7“ bán kính r = 3. Do đó (C? có phương trình 
2 2 
(@œx+l) +(y—]) =0, 
; , “=x-2 =x +2 
Cách 2. Biểu thức toạ độ của Ty là š ` =1 ” 
y =y+3_ |y=y-3. 
Thay vào phương trình của (C) ta được 
2 2 
@& +2) +@'-3) —2œ'+2)+ 4w '—3)—4=0 
© x2+y? +2y-2y'—-7=0 
©(xZ+l+(y =1 =9. 


2 2 
Do đó (C) có phương trình : (x+ 1) +@-—1) =9. 


m 
UC 
_ Dùng phép tịnh tiến để giải một số bài toán dựng hình 


1. Phương pháp giải 


Để dựng một điểm Mí ta tìm cách xác định nó như là ảnh của một điểm đã biết 
~ qua một phép tịnh tiến, hoặc xem điểm M như là giao của một đường cố định 
với ảnh của một đường đã biết qua một phép tịnh tiến. 


2. Ví dụ 
4⁄4 đụ 1. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy cho ba điểm A(-—1 ; —1), 8 ; 1), C(2; 3).. 
Tìm toạ độ điểm D sao cho tứ giác ABC?D là hình bình hành. 

Gửi 
Xem điểm D(x; y) là ảnh của điểm € qua phép tịnh tiến theo vectơ BA = (-4;-2). 
Từ đó suy ra x= 2—4=-2;y=3—2 = ]. 


%4 ấy 2. Trong mặt phẳng chò hai đường thẳng đ và đ¡ cắt nhau và hai điểm 
A, B không thuộc hai đường thẳng đó sao cho đường thăng 4B không song 


song hoặc trùng với đ (hay đ¡). Hãy tìm điểm ÄM trên đ và điểm Ä⁄' trên đ¡ để 
tứ giác ABMM là hình bình hành. 

Giải: ' 
Xem điểm M' là ảnh của điểm 4⁄ qua 
phép tịnh tiến theo vectơ BA (h.1.3). 
Khi đó điểm M' vừa thuộc đ) vừa thuộc 
đ” là ảnh của đ qua phép tịnh tiến theo 
Vectơ BA. Từ đó suy ra cách dựng : 


- Dựng đ' là ảnh của đ qua phép tịnh 


tiến theo vectơ BA, 
- Dựng M '= đi ¬đ : Hình 1.3 
— Dựng điểm XM là ảnh của điểm Ä⁄ qua phép tịnh tiến theo vectơ AB. 


Dễ thấy tứ giác ABM/M' chính là hình bình hành thoả mãn yêu cầu của 
đầu bài. 


VẤN đề 5 


"Dùng phép tịnh tiến để: giải một số bài toán tìm tập hợp điểm 


1. Phương pháp giải lên : 


Chứng minh tập hợp điểm phải tìm là ảnh của một hình đã biết qua một phép 
tịnh tiến. 


2. Ví dụ 


%⁄ đụ. Cho hai điểm phân biệt B và C cố định 
trên đường tròn (Ó) tâm O, điểm A di động 
trên đường tròn (Ø). Chứng minh rằng khi A di 
động trên đường tròn (Ó) thì trực tâm của tam 
giác ABC di động trên một đường tròn. 


gẢi 
Gọi H là trực tâm của tam giác ABC và M là 
trung điểm của BC. Tia BO cắt đường tròn Hình 1.4 


1.1. 


1.2. 


1.3. 


1.4. 


1.5. 


ngoại tiếp tam giác ABC tại D. Vì BCD = 909, nên DC // AH (h.1.4). Tương tự 


AD IJ CH. Do đó tứ giác ADCH là hình bình hành. Từ đó suy ra 


AH = DC =2OM. Ta thấy rằng OM không đổi, nên có thể xem # là ảnh 
của A qua phép tịnh tiến theo vectơ 2OM. Do đó khi điểm A di động trên 
đường tròn (Ó) thì H di động trên đường tròn (Ø2 là ảnh của (Ở) qua phép 
tịnh tiến theo vectơ 2 OM. 


C. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 


Trong mặt phẳng toạ độ Oxy cho ÿ = (2 ; —1), điểm M = (3 ; 2). Tìm toạ độ 
của các điểm A sao cho : 


a) A=Tp(M); 

b) M =Tg(A). 

Trong mặt phẳng ÓOxy cho ÿ = (-2 ; ]), đường thẳng đ có phương trình 

2x— 3y + 3 =0, đường thẳng đ¡ có phương trình 2x — 3y — 5 = 0. 

a) Viết phương trình của đường thẳng đ là ảnh của đ qua T. 

b) Tìm toạ độ của # có giá vuông góc với đường thẳng đ để đ¡ là ảnh của đ 
qua T'ø. 

Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng đ có phương trình 3x - y - 9 = 0. 


Tìm phép tịnh tiến theo vectơ có phương song song với trục Óx biến đ thành 
đường thẳng Z' đi qua gốc toạ độ và viết phương trình đường thẳng đ. 


Trong mặt phẳng Oxy cho đường tròn (C) có phương trình 

x?+y?~ 2x + 4y - 4 = 0. Tìm ảnh của (C) qua phép tịnh tiến theo vectơ 
v=(-2;5). 

Cho đoạn thẳng AØ và đường tròn (C) tâm Ó, bán kính z nằm về một phía 


của đường thẳng AB. Lấy điểm Xí trên (C), rồi dựng hình bình hành ABMM.. 
Tìm tập hợp các điểm M” khi M di động trên (C). 


83. PHÉP ĐỐI XỨNG TRỤC 


A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


I. ĐỊNH NGHĨA 


Cho đường thẳng đ. Phép biến hình biến mỗi điểm A⁄ thuộc đ thành chính nó, 
biến mỗi điểm M không thuộc đ thành điểm M“ sao cho đ là đường trung trực 
của đoạn thẳng 1M được gọi là phép đối xứng qua đường thẳng d hay phép 
đối xứng trục d (h.1.5). 

Phép đối xứng qua trục đ thường được 
kí hiệu là Ð;. Như vậy MÍ=ĐÐ„(M) 
© MẹMÌ=-MạM, với Mẹ là hình 
chiếu vuông góc của M trên 4. 


Đường thẳng đ được gọi là ứrục đối 
xứng của hình Z# nếu Ð„ biến 
thành chính nó. Khi đó .‹⁄Z được gọi là 
hình có trục đối xứng. 


Hình 1.5 


II. BIỂU THỨC TOẠ ĐỘ 


II 


Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, với mỗi điểm M = (x; y), gọi M'= Đ„(M) =(Œ';y). 


, 


Nếu chọn đ là trục Óx, thì Jˆˆ 
y =-ÿ. 


, 


A“ ` X =-* 
Nếu chọn đ là trục Óy, thì | , 


TÍNH CHẤT 

Phép đối xứng trục 

1) Bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kì ; 

2) Biến một đường thẳng thành đường thẳng ; 

3) Biến một đoạn thẳng thành đoạn thẳng bằng đoạn thẳng đã cho ; 
4) Biến một tam giác thành tam giác bằng tam giác đã cho ; 

5) Biến một đường tròn thành đường tròn có cùng bán kính. 


B. DẠNG TOÁN CƠ BẢN 


u8 VẤN để Ï 


_ Chỉ cần xác định ảnh của các đỉnh của tam 
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Xác định ảnh của một hình qua một phép dối xứng trục 
1. Phương pháp giải 


Để xác định ảnh .⁄Z“ của hình .#⁄ qua phép đối xứng qua đường thẳng đ ta có 
thể dùng các phương pháp sau : 

— Dùng định nghĩa của phép đối xứng trục ; 

- Dùng biểu thức vectơ của phép đối xứng trục ; 


— Dùng biểu thức toạ độ của phép đối xứng qua các trục toạ độ. 
2. Ví dụ 


4% đụ 1. Cho tứ giác ABCD. Hai đường thẳng 
AC và BD cắt nhau tại E. Xác định ảnh của 
tam giác ABE qua phép đối xứng qua đường 
thẳng CD. 


Gửi 


giác A, B, E qua phép đối xứng đó. Ảnh phải 
tìm là tam giác AB È”. 


Hình 1.6 


%⁄ ấu 2. Trong mặt phẳng Oxy, cho điểm M(1; 5), đường thẳng Z có phương 
trình x - 2y + 4 =0 và đường tròn (C) có phương trình : 

_x2+y?) -2x+4y-4=0. 
a) Tìm ảnh của M, đ và (C) qua phép đối xứng qua trục Ôx. 
b) Tìm ảnh của M qua phép đối xứng qua đường thẳng đ. 

_ Giả | 

a) Gọi ẤM, đ và (C? theo thứ tự là ảnh của M, đ và (C) qua phép đối xứng trục Óx. 
Khi đó M= (1 ; 5). 


Để tìm Z' ta sử dụng biểu thức toạ độ của phép đối xứng trục Óx : Gọi điểm 
Nfx°; y) là ảnh của điểm N(x ; y) qua phép đối xứng trục Ởx. 


Khi đó lm Ÿ 
_ JW=-y |y=-y 


Ta có Ne đ © x~2y+4=0© x'—2(-y)+4=0© x+2y+4 =0 
—_N' thuộc đường thẳng đ có phương trình x + 2y +4 =0. 

Vậy ảnh của đ là đường thẳng Z có phương trình x + 2y + 4= 0. 
Để tìm (C?, trước hết ta để ý rằng (C) là đường tròn tâm J = (1 ; -2), bán kính 
R=3. Gọi 7 là ảnh của J qua phép đối xứng trục Óx. Khi đó J” = (1 ; 2). Do đó 
(C là „ường tròn tâm J“ bán kính bằng 3. Từ đó suy ra (C? có phương trình 
(x— lv +Ú_ 2 =9, 


b) Đường thẳng đ¡ qua ấ⁄ vuông góc với đ có phương trình 


TÍ-3“ˆœ2x+y~7=0 (h.1.7). 


Giao của đ và đ¡ là điểm Mẹ có toạ độ thoả mãn hệ phương trình 
x-2y+4=0_ [x=2 
x 
2x+y-7=0 y=3. 
Vậy Mẹ = (2; 3). Từ đó suy ra ảnh của Ä⁄ qua phép đối xứng qua đường 
thẳng đ là M” sao cho Mẹ là trung điểm của MM”, do đó M" = (3; 1). - 


+ 


Hình 1.7 
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uø VẤN để 2 


Tìm trục đối xứng của một đa giác 
1. Phương pháp giải 


Sử dụng tính chất : Nếu một đa giác có trục đối xứng đ thì qua phép đối xứng. 
trục đ mỗi đỉnh của nó phải biến thành một đỉnh của đa giác, mỗi cạnh của nó 
phải biến thành một cạnh của đa giác bằng cạnh ấy. 


2. Ví dụ 


%ï áu. Tìm các trục đối xứng của một hình chữ nhật. 


Gửi 
Cho hình chữ nhật ABC?D, AB > BC. Gọi F là phép đối xứng qua trục đ biến 
ABCD thành chính nó. Khi đó cạnh AB chỉ có thể biến thành chính nó hoặc 
biến thành cạnh CD. 


Nếu AB biến thành chính nó thì chỉ có thể xây ra F(4) = B (vì nếu F(A) = A thì 
F(P)=PB Suy ra đ trùng với đường thẳng AB, điều này vô lí). Khi đó đ là đường 
trung trực của AB. 


Nếu AB biến thành CD, thì không thể xây ra F(A) = C, F(B) = D. Vì nếu thế 
thì AC // BD (cùng vuông góc với đ) điều đó vô lí. Vậy chỉ có thể F(A) = D 
F(B) = C. Khi đó đ là đường trung trực của AD. | 
Vậy hình chữ nhật ABCD có hai trục đối xứng là các đường trung trực của AB 
và AD. 


; 


VẤN để Z 


- Dùng phép đối xứng trục để giải một số bài toán dựng hình 
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1. Phương pháp giải 


Để dựng một điểm M ta tìm cách xác định nó như là ảnh của một điểm đã biết 
qua một phép đối xứng trục, hoặc xem điểm Ä như là giao của một đường cố 
định với ảnh của một đường đã biết qua một phép đối xứng trục. 


2. Ví dụ 


4⁄⁄ đụ. Cho hai đường tròn (C), (C? có bán kính khác nhau và đường thẳng đ. 
Hãy dựng hình vuông ABCD có hai đỉnh A, C lần lượt nằm trên (C), (C2 còn 
hai đỉnh kia nằm trên đ. 


Giải 
Phân tích 
Giả sử hình vuông đã dựng được. Ta 
thấy hai đỉnh B và D của hình vuông 
ABCD luôn thuộc đ nên hình vuông 
.‹hoàn toàn xác định khi biết đỉnh Œ. 
Xem C là ảnh của A qua phép đối xứng 
qua trục đ. Vì A thuộc đường tròn (C) 
nên C thuộc đường tròn (C¡ ) là ảnh của 
(Œ) qua phép đối xứng qua trục đ. Mặt 
khác C luôn thuộc đường tròn (C?. Vậy 
C phải là giao của đường tròn (C| ) với 
đường tròn (C. 


Từ đó suy ra cách dựng. 

Cách dựng 

a) Dựng đường tròn (Ct ) là ảnh của (C) qua phép đối xứng qua trục đ. 

b) Từ € thuộc (C¡)¬(C2 dựng điểm A đối xứng với C€ qua đ. Gọi 7 là giao 
của AC với đd. 

c) Lấy trên đ hai điểm B và D sao cho 7 là trung điểm của 8D và !B = ID = IA. 
Khi đó hình vuông ABCD là hình cần dựng. 

Chứng minh 


._ Dễ thấy ABCD là hình vuông có 8 và D thuộc đ, C thuộc (C?. Ta chỉ cần 
chứng minh A thuộc (C). Thật vậy vì A đối xứng với C qua đ, mà C thuộc (C? 
nên A phải thuộc (C) là ảnh của (C? qua phép đối xứng qua trục đ. 


Biện luận 


Bài toán có một, hai, hay vô nghiệm tuỳ theo số giao điểm của (C¡ ) với (C). 


VÂN đề 4 


Dùng phép đối xứng trục để giải một số bài toán tì tập hợp điểm 
1. Phương pháp giải 
Chứng minh tập hợp điểm phải tìm là ảnh của một hình đã biết qua một phép 


đối xứng trục. 


15. 


2. Ví dụ 


%1 đụ. Cho hai điểm phân biệt B và C cố định trên đường tròn (Ó) tâm Ó, điểm 
A đi động trên đường. tròn (Ø). Chứng minh rằng khi A di động trên đường 
tròn () thì trực tâm của tam giác ABC di động trên một đường tròn. 


Giải 
Gọi 7, H theo thứ tự là giao của tia AH với 
BC và đường tròn (G). Ta có 
BAH = HCPB (tương ứng vuông góc) 
BAH = BCH' (cùng chắn một cung). 


Vậy tam giác CHH cân tại C, suy ra H và 
H đối xứng với nhau qua đường thẳng BC. . 


Khi A chạy trên đường tròn (Ó) thì H“ cũng. 
chạy trên đường tròn (Ó). Do đó H phải 
chạy trên đường tròn (Ó) là ảnh của (Ó) 
qua phép đối xứng qua đường thẳng BC. 


Hình 1.9 


C. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 


1.6... Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, cho điểm M3 ; —5), đường thẳng đ có phương trình 
3x + 2y — 6 = 0 và đường tròn (C) có phương trình : x2 + y2 — 2x + 4y— 4 =0. 
Tìm ảnh của M, đ và (C) qua phép đối xứng qua trục Óx. 


1⁄77. Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng đ có phương trình x — 5y + 7 = 0 và 
— đường thăng Z có phương trình 5x — y~— 13 = 0. Tìm phép đối xứng trục biến 
đ thành đ“. : 


1.8. Tìm các trục đối xứng của hình vuông. 


1.9. Cho hai đường thắng c, đ cất nhau và hai điểm A, B8 không thuộc hai đường 
thắng đó. Hãy dựng điểm C trên c, điểm Ð trên đ sao cho tứ giác ABCD là 
hình thang cân nhận 4ð là một cạnh đáy (không cần biện luận). 


1.10. Cho đường thẳng d và hai điểm A, B không thuộc đ nhưng nằm cùng phía 
đối với đ. Tìm trên đ điểm Mí sao cho tổng các khoảng cách từ đó đến A 
và B là bé nhất. 


§4. PHÉP ĐỐI XỨNG TÂM 


A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


I. ĐỊNH NGHĨA 


Cho điểm 7. Phép biến hình biến điểm 7 thành chính nó, biến mỗi điểm M 
khác 7 thành #⁄“ sao cho 7 là trung điểm của đoạn thẳng MM được gọi là phép 
đối xứng tâm 1. 

Phép đối xứng tâm 7 thường được kí hiệu là Ø;. M 


Từ định nghĩa ta suy ra : 


1) M'= Đ,(M) 6 IM`=~IM. 
Hình 1.10 


Từ đó suy ra : 

se Nếu Xí = ¡thì M' =1. 
e Nếu A4 z / thì M'= Ð,(M) © I là trung điểm của MM”. 

2) Điểm 7 được gọi là tâm đối xứng của hình ‹Z nếu phép đối xứng tâm / biến 
hình .ZZ thành chính nó. Khi đó ‹⁄ được gọi là hình có tâm đối xứng. 


II. BIỂU THỨC TOẠ ĐỘ 
Trong mặt phẳng toạ độ Óxy, cho / = (xọ ; yọ ` gọt M = (x; y) và M=(x ; y) 
là ảnh của Ä⁄ qua phép đối xứng tâm /. Khi đó 
l =2xạ~—x 
(ý =22g —y. 


II. CÁC TÍNH CHẤT 
Phép đối xứng tâm 
1) Bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kì ; 
2) Biến một đường thẳng thành đường thẳng sóng song hoặc trùng với đường 
thăng đã cho ; 
3) Biến một đoạn thẳng thành đoạn thẳng bằng đoạn thẳng đã cho ; 


e 


4) Biến một tam giác thành tam giác bằng tam giác đã cho ; 
5) Biến một đường tròn thành đường tròn có cùng bán kính. 
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B. DẠNG TOÁN CƠ BẢN 


ỹ 
UY: 


Xác định ảnh của một hình qua một phép đổi xứng tâm 


1. Phương pháp giải 


Dùng định nghĩa, biểu thức toa độ hoặc tính chất của phép đối xứng tâm. 


2. Ví dụ 


4# đụ. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy cho điểm /(2 ; -3) và đường thẳng đ có 
phương trình 3x + 2y — Ï = 0. Tìm toạ độ của điểm 7 và phương trình của đường 
thắng Z lần lượt là ảnh của 7 và đường thẳng ở qua phép đối xứng tâm Ở. 

Giải 
L=(C2;3). 
Để tìm đ” ta có thể làm theo các cách sau : 


Cách 1. Từ biểu thức toạ độ của phép đối xứng qua gốc toạ độ ta có 
| x=-X 
Ì =-y. 
Thay biểu thức của x và y vào phương trình của đ ta được 


3(—x2 + 2(—-y)~ 1= 0, hay 3v + 2yˆ+ 1 =0. Do đó phương trình của đ” là 
3v+2y+1=0. 


Cách 2. Vì đ” song song hoặc trùng với đ nên phương trình của đ” có dạng 


3x+2y+C =0. Lấy điểm M(0 ; 2) thuộc đ, thì ảnh của nó là #⁄'=(0; 3): 


Vì Äƒ' thuộc đ nên -2:7+C=0. Từ đó suy ra € = 1.. 


Cách 3. Ta cũng có thể lấy hai điểm M, N thuộc đ. Tìm ảnh ÄM”, N“ _ Mong ứng 
của chúng. Khi đó đ chính là đường thẳng Ä⁄“N”. 


ỹ 
CO vá ä2 


Tìm tâm đối xứng của một hình 


2.BT.HINHHOC14(C)_p 


1. Phương pháp giải 


Nếu hình đã cho là một đa giác thì sử dụng tính chất : Một đa giác có tâm đối 
xứng 7 thì qua phép đối xứng tâm 7 mỗi đỉnh của nó phải biến thành một đỉnh 
của đa giác, mỗi cạnh của nó phải biến thành một cạnh của đa giác song song 
và bằng cạnh ấy. 


Nếu hình đã cho không phải là một đa giác thì sử dụng định nghĩa. 
2. Ví dụ 


%í đu 1. Chứng minh rằng trong phép đối xứng tâm 7 nếu điểm M biến thành 
chính nó thì M phải trùng với 7. 
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Giải 
Ta có IM = —IM — 2IM =0 —= IM =0— M 51. 


'í ấu 2. Chứng minh rằng nếu một tứ giác có tầm đối xứng thì nó phải là hình 
bình hành. 
Gửi 
Giả sử tứ giác ABCD có tâm đối xứng là 7. A D- 
Qua phép đối xứng tâm !, tứ giác ABCD 
biến thành chính nó nên đỉnh A chỉ có thể 
biến thành A, 8, Œ hay D. 


— Nếu đỉnh A biến thành chính nó thì theo B C 
ví dụ trên A trùng 7. Khi đó tứ giác có hai Hình 1.11 
đỉnh đối xứng qua đỉnh A. Điều đó vô lí. 


— Nếu A biến thành 8 hoặc Ð thì tâm đối xứng thuộc các cạnh AB hoặc AD 
của tứ giác nên cũng suy ra điều vô lí. 


Vậy A chỉ có thể biến thành đỉnh C€. 


Lí luận tương tự đỉnh 8 chỉ có thể biến thành đỉnh Ð. Khi đó tâm đối xứng / 
là trung điểm của hai đường chéo AC và 8D nên tứ giác ABCD phải là hình 
bình hành. 


U8 VẤN đề 5 - 
Dùng phép đối xứng tâm để giải mệt số bài toán hình học 


.1. Phương pháp giải 


Sử dụng tính chất của phép đối xứng tâm. 
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Để dựng một điểm # ta tìm cách xác định nó như là ảnh của một điểm đã biết 


qua một phép đối xứng tâm, hoặc xem điểm M như là giao của một đường cổ- - 


định với ảnh của một đường đã biết qua một phép đối xứng tâm. 


2. Ví dụ 
Tí đụ. Cho góc nhọn xÓy và một điểm A thuộc miền trong của góc đó. 


a) Hãy tìm một đường thẳng đi qua A và cắt Óx, Óy theo thứ tự tại hai điểm Mú, 
N sao cho A là trung điểm của MN. 
b) Chứng minh rằng nếu một đường thẳng bất kì qua A cắt Óx và Óy lần lượt 

- tại C và Ð thì ta luôn có diện tích tam giác OŒD lớn hơn hoặc bằng diện tích 
tam giác OMN. 

giải _ 

a) Giá sử ÄMí, N đã dựng được 
(h.I.12). Gọi Ó“ là ảnh của ÓØ qua 
phép đối xứng qua tâm A. Khi đó 
tứ giác MO N là hình bình hành. 
Từ đó suy ra cách dựng : 

— Dựng Ó“ là ảnh của ÓØ qua phép 
đối xứng qua tâm A. 

.= Dựng hình bình hành OMO 'N 
sao cho M⁄, M lần lượt thuộc Óx, 
Oy. Dễ thấy đường thẳng #⁄N đi pHHH 1P 
qua A và AM = AN. Do đó đường 
thắng M⁄N là đường thẳng cần tìm. 

b) Giả sử đường thẳng đ bất kì đi qua A cắt ØM, Ox, Óy lần lượt tại B, €, D 
(C thuộc tia Mx). Do phép đối xứng qua tâm A biến đường thẳng Ø7 thành 
đường thẳng Óy, nên nó biến B thành Ð. Từ đó suy ra AABM = AADN. 


Do đó diện tích AØOMN = diện tích tứ giác ÓMBD < diện tích AOCDĐ. 


C. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 


1.11. Cho tứ giác ABCE. Dựng ảnh của tam giác ABC qua phép đối xứng tâm #. 


1.12. Trong mặt phẳng OÓxy, cho hai điểm /(1 ; 2), M⁄(—2 ; 3), đường thẳng Z có 
phương trình 3x— y + 9 =0 và đường tròn (C) có phương trình : 


2+ y2 +2vy—- 6y+6=0. 
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Hãy xác định toạ độ của điểm 4⁄Z”, phương trình của đường thắng đ” và đường 
tròn (C2 theo thứ tự là ảnh của 4⁄, đ và (C) qua 
a) Phép đối xứng qua gốc toạ độ ; 
b) Phép đối xứng qua tâm ï. 
1.13. Trong mặt phẳng OÓxy, cho đường thẳng đ có phương trình : x— 2y + 2 = 0 và 
đ' có phương trình : x - 2y - 8 =0. Tìm phép đối xứng tâm biến đ thành đ” 
và biến trục Ó+x thành chính nó. 


1.14. Cho ba điểm không thẳng hàng 7, 7, K. Hãy dựng tam giác A8C nhận 7, J, K 
lần lượt là trung điểm của các cạnh BC, AB, AC, 


§5. PHÉP QUAY 


A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


I. ĐỊNH NGHĨA 
Cho điểm Ó và góc lượng giác œ. Phép biến 
hình biến Ø thành chính nó, biến mỗi điểm M ụ 
khác Ó thành điểm M⁄“ sao cho OM' = OMí và 
góc lượng giác (OM ; OM) bằng ø được gọi là 
phép quay tâm Ó góc ứ (h.1.13). 
Điểm Ó được gọi là ứâm quay, œ được gọi là 
Sóc quay. ở 
Phép quay tâm Ó góc # thường được kí hiệu là Hình 1.13 
\o,a): 
Nhán xét 
— Phép quay tâm @Ó góc quay #=(2k+l)Zz với & nguyên, chính là phép đối 
xứng tâm Ớ. 


_ Phép quay tâm Ø góc quay # = 2kZ với k nguyên, chính là phép đồng nhất. 
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II TÍNH CHẤT 


Phép quay 

1) Báo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kì ; 

2) Biến một đường thẳng thành đường thẳng ; 

3) Biến một đoạn thẳng thành đoạn thẳng bằng đoạn thẳng đã cho ; 
4) Biến một tam giác thành tam giác bằng tam giác đã cho ; 

5) Biến một đường tròn thành đường tròn có cùng bán kính. 


6<S° Chú ý. Giả sử phép quay tâm / góc # biến đ Ọ 
đường thẳng đ thành đường thẳng đ' (h.1.14). ï 
Khi đó : S 


- Nếu 0<z<Š thì góc giữa đ và đ bằng ø ; 


. 7F ¬ ` bà 
— Nếu Pha dd thì góc giữa đ và đ băng 7Z— ứ. Hình 1.14 


B. DẠNG TOÁN CƠ BẢN 
CÓ vá œ1 
Xác định ánh của một hình qua-một phép quay 


1. Phương pháp giải 
Dùng định nghĩa của phép quay. 


2. Ví dụ | 
1í đụ 1. Cho hình vuông ABCD tâm O A ki B 


(h.I.15). M là trung điểm của AZ, N là trung N⁄⁄ 
điểm của ÓA. Tìm ảnh của tam giác AMN 
N 

qua phép quay tâm Ó góc 900. 

gi `2” 
Phép quay tâm O góc 90° biến A thành D, | 
biến Ä⁄ thành Ä⁄' là trung điểm của AD, biến 
Ñ thành N“ là trung điểm của ØD. Do đó nó 
biến tam giác AMƒN thành tam giác DM“N“ Hình 1.15 


Đ 
® 
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. Gọi các điểm Ø(3 ; 0), C(0 ; 4) lần lượt 


"góc 902 biến hình chữ nhật @BAC 


#7 đụ 2. Trong mặt phẳng toa độ Óxy ý 
cho điểm A(3 ; 4). Hãy tìm toạ độ Ị 
điểm A' là ảnh của A qua phép quay 


tâm Ó góc 909, 
Gửi 


là hình chiếu vuông góc của A lên các 
trục Øv, Óy (h.1.16), Phép quay tâm O 


Hà hình chữ nhật 28 A'C”. Dễ thấy 
=(0;3),C'=(—4; 0). Từ đó suy KUUNDIEBIS 
=(—-4;3). 


VẤN để 2 


Sử dụng phép quay để giải một sÕ bài toán hình học _ 


1. Phương pháp giải 


Chọn tâm quay và góc quay thích hợp rồi sử dụng tính chất của phép quay. 


Lưu ý đến chú ý nói ở mục A.II. 


2. Ví dụ 

% đụ. Cho ba điểm thẳng hàng 4, 8, C, điểm B nằm giữa hai điểm A và €. Dựng 
về một phía của đường thẳng AC các tam giác đều ABE và BCF. 

a) Chứng minh rằng AF = ÉC và góc giữa hai đường thẳng AF và £C bằng 600. 
b) Gọi M⁄ và N lần lượt là trung điểm của AƑ và EÉC, chứng minh tam giác BMN đều. 
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Giai 


x : F. 
a) Gọi Ọ; 60°) là phép quay tâm Ö 
z . z cờ ¬ E 
góc quay 607. tg.so9) biến các điểm M 
E, C lần lượt thành các điểm 4, F nên 
nó biến đoạn thẳng £C thành đoạn. 
thẳng AF. Do đó AF = E£C và góc giữa h ề 


hai đường thẳng AF và EC bằng 60” 
(h.1.]7). Hình 1.17 


9e) 


b) tp 609) cũng biến trung điểm N của EC thành trung điểm M⁄ của AƑ nên 


BN = BM và (BN , BM) = 609, do đó tam giác BMN đều. 


vá đề 5 


Dùng phép quay để giải một số bài toán dựng hình 


1. Phương pháp giải 

Để dựng một điểm M ta tìm cách xác định nó như là ảnh của một điểm đã biết 
qua một phép quay, hoặc xem X như là giao của một đường cố định với ảnh 
của một đường đã biết qua một phép quay. 


2. Ví dụ 


%⁄ đụ. Cho hai đường thẳng a, b và điểm C không 
nằm trên chúng. Hãy tìm trên z và Ð lần lượt hai 
điểm A và B sao cho tam giác ABC là tam giác đều. 
Nếu xem #Ö là ảnh của A qua phép quay tâm C 
góc quay 60° thì 8 sẽ là giao của đường thẳng b 
với đường thẳng ' là ảnh của ø qua phép quay nói 
_ trên (h.1.18). 

Số nghiệm của bài toán tuỳ thuộc vào số giao 
điểm của đường thẳng b với đường thẳng z“. 


Hình 1.18 


C. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 
1.15. Cho lục giác đêu ABCDEF, Ó là tâm đối xứng của nó, / là trung điểm của AB. 
a) Tìm ảnh của tam giác A/F qua phép quay tâm Ó góc 1200. 
b) Tìm ảnh của tam giác AOF qua phép quay tâm £ góc 609, 


1.16. Trong mặt phẳng Øxy cho các điểm A(3 ; 3), (0 ; 5), C(1 ; 1) và đường ` 
thẳng đ có phương trình 5x — 3y + 15 = 0. Hãy xác định toạ độ các đỉnh của . 
tam giác A'8#C” và phương trình của đường thắng đ” theo thứ tự là ảnh của 


tam giác ABC và đường thẳng đ qua phép quay tâm Ó, góc quay 909., 
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1.17. Cho nửa đường tròn tâm Ó đường kính 8C. Điểm A chạy trên nửa đường 
tròn đó. Dựng về phía ngoài của tam giác ABC hình vuông ABEF. Chứng 
minh rằng E chạy trên một nửa đường tròn cố định. 

1.18. Cho tam giác ABC. Dựng về phía ngoài của tam giác các hình vuông BŒ/, 
ACMN, ABEF và gọi O, P, Q lân lượt là tâm đối xứng của chúng. 


a) Gọi D là trung điểm của 4B. Chứng minh rằng DÓP là tam giác vuông 
cân đỉnh D. 
b) Chứng minh AO vuông góc với PÓ và AO = PQ. 


§6. KHÁI NIỆM VỀ PHÉP DỜI HÌNH 
VÀ HAI HÌNH BẰNG NHAU 


A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


I. ĐỊNH NGHĨA 
Phép dời hình là phép biến hình bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kì. 
Nhận xét | | 
. Các phép tịnh tiến, đối xứng trục, đối xứng tâm và quay đều là những phép 
đời hình. 


e Nếu thực hiện liên tiếp hai phép dời hình thì được một phép dời hình. 


II. TÍNH CHẤT 
Phép dời hình 
a) Biến ba điểm thẳng hàng thành ba điểm thẳng hàng và bảo toàn thứ tự giữa 
các điểm ấy ; 
b) Biến một đường thẳng thành đường thẳng, biến tia thành tia, biến đoạn 
thẳng thành đoạn thẳng bằng nó ; 


c) Biến một tam giác thành tam giác bằng tam giác đã cho, biến một góc thành 
góc bằng góc đã cho ; 


d) Biến một đường tròn thành đường tròn có cùng bán kính. 
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II. HAI HÌNH BẰNG NHAU 


Định nghĩa : Hai hình được gọi là bằng nhau nếu có một phép đời hình biến - 
hình này thành hình kia. 


UØ VẤN đề 1 ˆ 


Xác định ảnh của một hình qua một phép đời hình 


-B. DẠNG TOÁN CƠ BẢN 


1. Phương pháp giải 

Dùng định nghĩa và tính chất của phép dời hình. 

2. Ví dụ . " "¬ 

'f đụ. Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng đ có phương trình 3x = y - 3 =0. 
_ Viết phương trình của đường thẳng Z' là ảnh của đường thẳng đ qua phép dời 
hình có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép đối xứng tâm /(1 ; 2) và phép tịnh 
tiến theo vectơ W =(~2; ]). 

Giải 

Gọi phép dời hình cần tìm là Ƒ. Gọi đ¡ là ảnh của đ qua phép đối xứng tâm /(I ; 2), 
đ' là ảnh của đ¡ qua phép tịnh tiến theo vectơ ÿ = (2 ; 1). Khi đó # = F(đ). Vì 
đi song song hoặc trùng với đ, Z song song hoặc trùng với đ¡ nên Z song song 
hoặc trùng với đ. Từ đó phương trình của £ có dạng : 3x - y+ C =0. 
Bây giờ ta lấy điểm ẢM⁄(1 ; 0) thuộc đ. Phép đối xứng tâm /(1 ; 2) biến 
M thành Mị(I ; 4). Phép tịnh tiến theo vectơ 3 = (2 ; l) biến Mị thành 


Mˆ=(1—-2;4+1)=(l1; 5). Khi đó M = F(M). Do đó M thuộc đ. Thay toạ 
độ của M⁄ vào phương trình của đ' ta được 3. (—I) ~ 1. 5 + =0. Từ đó suy ra 
C =8. Vậy phương trình của Z là 3x - y+ 8 =0. 


U8 VẤN đề 2 


-Các bài toán về mối liên quan giữa một số phép dời hình quen biết 
1. Phương pháp giải 


Sử dụng định nghĩa của các phép đời hình có liên quan. 
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2. Ví dụ 


4⁄ đụ. Chứng minh rằng phép tịnh tiến theo vectơ + #0 là kết quả của việc 
thực hiện liên tiếp hai phép đối xứng qua hai trục song song với nhau. 


2 


Giải 


.Lấy đường thẳng đ nhận làm 


vectơ pháp tuyến. Gọi đ” là ảnh của đ 

qua phép tịnh tiến theo vectơ sĩ: 

Lấy điểm M tuỳ ý. Gọi M, = Ð„(M), 

Mĩ = Ðựy(MỊ). Khi đó ta có: 

MM” = MM) + MỊM' =2IM,+2M, 
| =2H=ÿ. 

Vậy 1p(M)=M. 


VẤN đề 7 


Chứng minh hai hình bằng nhau 


1. Phương pháp giải 


Chứng minh hai hình đó là ảnh của 
nhau qua một phép dời hình. 


2. Ví dụ 


%⁄Z đụ. Cho hình chữ nhật A8CD. Gọi 
Ó là tâm đối xứng của nó ; E, Ƒ, Ớ, 
H, ï, J theo thứ tự là trung điểm của 
các cạnh A8. 5C. CD. DA. AH., ÓG. 
Chứng minh rằng hai hình thang 
AJOE và GJFC bằng nhau. : 


Giấi 


d lư 


Hình 1.19 


Hình 1.20 


Ta có phép tịnh tiến theo, AØ biến A. /. Ø. E lần lượt thành Ó. 7, C, F. Phép đối 
xứng qua đường trung trực của ÓØỚ biến Ó, 7, €, F lần lượt thành G, J, Ƒ, C. 
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Từ đó suy ra phép dời hình có được bằng cách thực hiện liên tiếp hai phép 
biến hình trên sẽ biến hình thang A/OE thành hình thang GJƑC. Do đó hai 
hình thang ấy bằng nhau. 


C. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 
1.19. Trong mặt phẳng Oxy, cho ÿ(2;0) và điểm M(1 ; 1). 


a) Tìm toạ độ của điểm M' là ảnh của điểm ÄM⁄ qua phép đời hình có được 
bằng cách thực hiện liên tiếp phép đối xứng qua trục Óy và phép tịnh tiến 
theo vectơ Ÿ. : 

b) Tìm toạ độ của điểm M⁄” là ảnh của điểm M qua phép dời hình có được 
bằng cách thực hiện liên tiếp phép tịnh tiến theo vectơ v và phép đối 
xứng qua trục Óy. 


1.20. Trong mặt phẳng Oxy, cho vectơ V = (3 ; l) và đường thẳng đ có phương 
trình 2x - y = 0. Tìm ảnh của Z qua phép dời hình có được bằng cách thực 


hiện liên tiếp phép quay tâm Ó góc 90” và phép tịnh tiến theo vectơ v. 


1.21. Chứng minh rằng mỗi phép quay đều có thể xem là kết quả của việc thực 
hiện liên tiếp hai phép đối xứng trục. 

1.22. Cho hình vuông ABŒD có tâm 7. Trên tia 8C lấy điểm E sao cho BE = AI. 
a) Xác định một phép dời hình biến A thành 8Ö và 7 thành Z. 
.b) Dựng ảnh của hình vuông ABCP qua phép dời hình ấy. 


§7. PHÉP VỊ TỰ 


A. CÁC KIÊN THỨC CẦN NHỚ 


I. ĐỊNH NGHĨA 
Cho điểm 1 và một số k #0. Phép biến hình biến môi điểm M thành điểm Mí” 
sao cho !M⁄“= k.IM được gọi là phép vị tự tâm l, tỉ số k. 
_I. TÍNH CHẤT 
1) Giả sử M”, N“ theo thứ tự là ảnh của M, N qua phép vị tự tỉ số k. Khi đó 
a) MN”=k.MN ; b) M 'N'= lML.MN ; 
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2) Phép vị tự tỉ số k 

a) Biến ba điểm thẳng hàng thành ba điểm thẳng hàng và bảo toàn thứ tự 
giữa các điểm ấy ; 

b) Biện mệt đường thẳng thành đường thăng song song hoặc trùng với đường 
thăng đš cho, biến tia thành tia, biến đoạn thăng thành đoạn thăng ; 

c) Biến một tam giác thành tam giác đồng dạng với tam giác đã cho, biến 
góc thành góc bằng nó ; 

đ) Biến một đường tròn có bán kính ® thành đường tròn có bán kính lklK. 


II. TÂM VỊ TỰ CỦA HAI ĐƯỜNG TRÒN 
Định lí : Với hai đường tròn bất kì luôn có một phép vị tự biển dường tròn này 
thành đường tròn kia. 
Tâm của phép vị tự nói trên được gọi là êm vị f của hai đường tròn 
Cho hai đường tròn (; R) và (; K). Có ba trường hợp xây ra : 


® Nếu Ï tràng với Ï thì phép vị tự tâm Í tí số -—_- và phép vị tự tâm / H số —~_- 


biến đường tròn (7 ; R) thành đường tròn (7 ; ®2 (h.1.21). 

: ¬ so + K 
e_ Nêu I khác và R # R thì phép vị tự tâm Ở tỉ số k = 5 và phép vị tự tâm Ớ; 
tÍ SỐ kị = " .sẽ biến đường tròn (7 ; R) thành đường tròn (; K“). Ta gọi Ó là 
tâm vị tự ngoài còn Ó là tâm vị tự trong của hai đường tròn nói trên (h.Ì 22). 


M 


S 


Hình 1.21 Hình 1.22 


e Nếu l khác Ï và R= R' thì chỉ có phép vị tự tâm Ớ\ tì số & = "= =-] biến 


đường tròn (/ ; R) thành đường tròn (/ ; &) (h.1.23). Đó chính là phép đối 
xứng tâm Ớ}. 
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Hình 1.23 


B. DẠNG TOÁN CƠ BẢN 


u8 VẤN đề Ï 
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Xác định anh của một hình qua một phép vị tự 


1. Phương pháp giải 


Dùng định nghĩa và tính chất của phép vị tự. 


2. Ví dụ | 
4%⁄Zá„. Trong mặt phẳng Óxy cho đường thẳng đ có phương trình 3x + 2y — 6 =0. 
Hãy viết phương trình của đường thẳng Z là ảnh của đ qua phép vị tự tâm Ø 
tỉ số k= ~2. 

Giải 
Do Zđ song song hoặc trùng với đ nên phương trình của nó có dạng : 3x + 2y + 
+ =0. Lấy M(0; 3) thuộc đ. Gọi Mf{(x' ; y2 là ảnh của M⁄ qua phép vị tự › 
tâm Ó, tỉ số k = -2. Để ý rằng OM =(0;3),OM/=(x; y)=-2OM, ta có 
x'=0,y=-2.3=-6. Do M thuộc Z nên 2.(—6) + Œ= 0. Do đó Œ€ = 12. 
Từ đó suy ra phương trình của đZ là 3x + 2y +12 =0. 
Bài này cũng: có thể giải bằng cách sáu : 
Lấy hai điểm M, Ñ phân biệt thuộc đ, tìm ảnh M”, N“ của chúng qua phép vị tự 
tâm Ó, tỉ số k = -2. Khi đó đ' chính là đường thẳng M“N.. 
Gọi M'(x' ; y”) là ảnh của M qua phép vị tự trên. Khi đó 


⁄# 


+ 1 , 
X=-2v,y= 2y @xEXsYE 


, 2 Lẻ Lái Lẻ 
Ta có : M€ đe 3x + 2y—6=0 =. _= —=6=0K€3x +2y +l2=0 


. ©M' thuộc đường thẳng đ có phương trình 3x + 2y +12 =0. 
Vậy ảnh của đ qua phép vị tự trên chính là đ. 


” 
l8 VẤN để 2 
Tìm tâm vị tự của hai đường tròn 


1. Phương pháp giải 


` 


Sử dụng cách tìm tâm vị tự đã nêu ở mục II. 
2. Ví dụ 


4 đu 1. Cho hai đường tròn (Ó ; R) và (Ó“; 3R) ⁄⁄4Ì\h 
như hình 1.24. Tìm các phép vị tự biến đường 
__ tròn (Ó ; R) thành đường tròn (Ó'; 3Â). 


Giải 
Sử dụng cách tìm tâm vị tự đã nêu ở mục III j 
ta được hai phép vị tự W{; ạ và V(¿_ay biến 


đường tròn (Ó ; R) thành đường tròn (Ó“ ; 3®). 


Hinh 1.24 


%% ấu 2. Trong mặt phẳng Oxy cho hai điểm A(2 ; 1) và B(8 ; 4). Tìm toạ độ 
tâm vị tự của hai đường tròn (A ; 2) và (B ; 4). 
giải | 
Đây là hai đường tròn không đồng tâm và khác bán kính, nên có hai phép vị tự 
tỉ số #2 biến đường tròn (A ; 2) thành đường tròn (ð ; 4). Gọi /{x ; y) là tâm vị 
. — — 8-x=#32(2-x) 
tự. Khi đó ta có !B= +21A 
4-y=#‡2(1-y). 


Giải các hệ phương trình trên sẽ tìm được tâm vị tự ngoài là I4; —2) và tâm 
vị tự trong là /{4 ; 2). 
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uø VẤN đề Z 
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öử dụng phép vị tự để giải toán 


1. Phương pháp giải 

Để xác định một điểm M⁄ ta xem nó như là ảnh của một điểm đã biết qua một 
phép vị tự, hoặc xem A⁄ như là giao của một đường cố định với ảnh của một 
đường đã biết qua một phép vị tự. 


2. Ví dụ 


4% ấu Cho tam giác ABC có hai góc B, € đều nhọn. Dựng hình chữ nhật 

DEFG có EF = 2DE với hai đỉnh D, E nằm trên BC và hai đỉnh Ƒ,Ớ lần lượt 

nằm trên AC, AB. : 
Giải 

Giả sử đã dựng được hình chữ nhật 

DEFG thoả mãn điều kiện đầu bài 

(h.1.25). Khi đó từ một điểm Œ' tuỳ ý 

trên đoạn thẳng AB ta dựng hình chữ 

nhật 2 FG' có EF = 2D'E', hai đỉnh 

D,, E nằm trên 8C. Ta có 

BG _ GD _ 2GF Sử THỊ ý 

Bữ" GP NT. FT” 


Do đó B, F", F thẳng hàng. 
Từ đó có thể xem hình chữ nhật DEFG là ảnh của hình chữ nhật D'E”FỚ' theo 


Hình 1.25 


- Lấy điểm Ớ' tuỳ ý trên cạnh AB ; 

- Dựng hình chữ nhật D“E'FG' có E'F”= 2D'E', hai đỉnh D”, E' nằm trên ÖC ; 
- Đường thẳng BƑ” cắt AC tại F. Đường thẳng qua F song song với 8C cắt AB 
tại Œ. Gọi E, D lần lượt là hình chiếu vuông góc của F, Œ lên đường thẳng 8C. 
'Ta sẽ chứng minh DEƑG là hình cần dựng. 


GF _ BG _ GD. 
GTF(.8G' G7" 


Thật vậy, vì GF / GF”, GD 1U GD” nên - Từ đó suy ra 
GD _ữP 


=2. Do đó hình chữ nhật DEƑG là hình cần dựng. 
GP 


€. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 


1.23. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy cho đường thẳng đ có phương trình 2x + y— 4= 0. 
a) Hãy viết phương trình của đường thẳng đ, là ảnh của Z qua phép vị tự tâm 
Ó tỉ số k= 3. 
b) Hãy viết phương trình của đường thắng đ, là ảnh của đ qua phép vị tự tâm 
!_—1; 2) tỉ số k=~2. - 
1.24. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy cho đường tròn (C) có phương trình 
=3) +(y+ LÝ =9. 
Hãy viết phương trình của đường tròn (C? là ảnh của (C) qua phép vị tự tâm 
11; 2) tỉ số k=-~2. 


1.25. Cho nửa đường tròn đường kính AB. Hãy dựng hình vuông có hai đỉnh nằm 
trên nửa đường tròn, hai đỉnh còn lại nằm trên đường kính AB của nửa đường 
tròn đó. 


1.26. Cho góc nhọn xÓy và điểm Œ nằm trong góc đó. Tìm trên Óy điểm A sao cho 
khoảng cách từ A đến Óx bằng AC. 


§8. PHÉP ĐỒNG DẠNG 


_A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


I. ĐỊNH NGHĨA 
Phép biến hình Ƒ được gọi là phép đồng dạng tỉ số £ (k > 0) nếu với hai điểm 
M, N bất kì và ảnh M”, N” tương ứng của chúng ta luôn có MƒM'= k.MN. 
Nhận xé 
— Phép đời hình là phép đồng dạng tỉ số I. 
— Phép vị tự tỉ số & là phép đồng dạng tỉ số lÁI. 
— Nếu thực hiện liên tiếp hai phép đồng dạng thì được một phép đồng dạng. 


⁄Z 


IL TÍNH CHẤT 
Phép đồng dạng tỉ số & 


a) Biến ba điểm thẳng hàng thành ba điểm thẳng hàng và bảo toàn thứ tự giữa 
các điểm ấy ; 
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b) Biến một đường thẳng thành đường thẳng ; biến tia thành tia ; biến đoạn 
thẳng thành đoạn thẳng ; 

c) Biến một tam giác thành tam giác đồng dạng với tam giác đã cho ; biến góc 
thành góc bằng nó ; 

đ) Biến một đường tròn bán kính ® thành đường tròn bán kính &Ñ. 


II HÌNH ĐỒNG DẠNG 


Hai hình được gọi là đồng dạng với nhau nếu có một phép đồng dạng biến 
hình này thành hình kia. 


B. DẠNG TOÁN CƠ BẢN 
L8 VẤN đề T 
Xác định ảnh của một hình qua một phép đồng dạng 


1. Phương pháp giải 
Dùng định nghĩa và tính chất của phép đồng dạng. 


2. Ví dụ 


%⁄ đụ. Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng đ có phương trình x + y — 2 = 0. 
Viết phương trình đường thẳng đ' là ảnh của đ qua phép đồng dạng có được 


bằng cách thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm /(T—I1 ; —l) tỉ số k = : và phép 
quay tâm Ó góc —457. 

Giải 
Gọi đ; là ảnh của đ qua phép vị tự tâm /(_—1 ; —1) tỉ số &= h . Vì đ¡ song song 
hoặc trùng với đ nên phương trình của nó có dạng :x+y + =0. 
Lấy M(I ; 1) thuộc đ, thì ảnh của nó qua phép vị tự nói trên là Ó thuộc đi. 
Vậy phương trình của đ; là : x + y = 0. Ảnh của đ; qua phép quay tâm Ø góc ~459 
là đường thẳng Óy. Vậy phương trình của đ” là x = 0. 
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g1 Ò 
RE TT 
Tìn phép đồng cạng biến hình .⁄ý thành hình . 


1. Phương pháp giải 


_ Tìm cách biểu thị phép đồng dạng đó như là kết quả của việc thực hiện liên 
tiếp các phép đồng dạng quen biết. 


2. Ví dụ 

1 đụ. Cho hai hình chữ nhật có tỉ số giữa chiều rộng và chiều dài bằng T: 

Chứng minh rằng luôn có một phép đồng dạng biến hình này thành hình kia. 
Giải 


Giả sử ta có hai hình chữ 
nhật ABCD, ABC?D' và 
56 _5 cằ. (h.1.26). 
AB AB 2 
Phép tịnh tiến ly biến 
hình chữ nhật ABCD 
thành hình chữ nhật 
AB,CD!. 


Phép quay (A,øy với 
#đ =(A\,A) biến hình 


chữ nhật AB¡C;Ð; thành _ BÍ Hình1.26 
hình chữ nhật A'B,C2D.. 
22-2 =^ nên ^2=^2 “2, Từ đó suy ra phép vị tự 
AB AB 2 ˆ AD AE AC 
.„_ AD _ AD 
WA: y VỚI k= ——— = sẽ biến hình chữ nhật A'8„C„D„ thành hình chữ 


nhật A'#C/D. Vậy phép đồng dạng có được bằng cách thực hiện liên tiếp các 
phép biến hình 7T” ;, (4 „) và V(¿; „) sẽ biến hình chữ nhật ABCD thành 
hình chữ nhật A'8'CD., _ 
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UY 
Dùng phép đồng dạng để giải toán 


1. Phương pháp giải 

Dùng các tính chất của phép đồng dạng. 
2. Ví dụ 
%1⁄Z áụ. Cho hai đường thẳng a và b cắt nhau và điểm Œ (h.1.27). Tìm trên a và b 
các điểm A và B tương ứng sao cho tam giác ABC vuông cân ở A. 

Giải 

Ta thấy góc lượng giác (CA ; CB) = —45° 
và Có =Vỡ, Do đó có thể xem Ö là ảnh 


của A qua phép đồng dạng # có được bằng 
cách thực hiện liên tiếp phép quay tâm C, 


góc —45° và phép vị tự tâm C, tỉ số 2. 


Vì Aca nênB€ aˆ”= F(a), B lại thuộc b. 
Do đó 8 là giao của a” với b. Hình 1.27 


C. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 
1.27. Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng đ có phương trình x = 2x2. Hãy viết 
phương trình đường thẳng đ” là ảnh của đ qua phép đồng dạng có được bằng 
cách thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm Ó tỉ số k = h và phép quay tâm @ 
góc 45°. 
. : _- 2 
1.28. Trong mặt phẳng Óxy cho đường tròn (C) có phương trình (x~ l) +(y—2) =4. 
Hãy viết phương trình đường tròn (C?) là ảnh của (C) qua phép đồng dạng có 


được bằng cách thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm Ó tỉ số k = ~2 và phép đối 
xứng qua trục Óx. 


1.29. Chứng minh rằng hai đa giác đều có cùng số cạnh luôn đồng dạng với nhau. 
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1.30. 


1.31. 


1.32. 


1.33. 


. 1.34, 


1.35. 


1.36. 


1.37. 


1.38. 


Cho hình thang ABCD có AB song song với CD, AD = a, DC = b còn hai 
đỉnh A, cố định. Gọi / là giao điểm của hai đường chéo. 

a)_ Tìm tập hợp các điểm C khi Ð thay đổi. 

b) Tìm tập hợp các điểm 7 khi C và D thay đổi như trong câu a). 


CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG I 


Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng đ có phương trình 3+ - 5y +3 = 0 và 
vectơ V: (2 ; 3). Hãy: viết phương trình đường thẳng Z” là ảnh của đ qua phép 


.tịnh tiến theo vectơ v. 


Cho hình bình hành ABŒD có AB cố định, đường chéo AC có độ đài bằng m 

không đổi. Chứng minh rằng khi C thay đổi, tập hợp các điểm Ð thuộc một 

đường tròn xác định. 

Cho tam giác ABC. Tìm một điểm ấ trên cạnh 4B và một điểm N trên cạnh 

AC sao cho MN song song với 8C và AM = CN. 

Trong mặt phẳng Óxy cho đường thẳng đ có phương trình 3x — 2y — 6 = 0. 

a) Viết phương trình của đường thẳng đ¡ là ảnh của đ qua phép đối xứng 
- qua trục Ôy. 

b) Viết phương trình của đường thẳng đ, là ảnh của đ qua phép đối xứng 
qua đường thẳng 4 có phương trình x + y — 2 = 0. 

Cho đường tròn (C) và hai điểm cố định phân biệt A, 8 thuộc (C). Một điểm . 

M chạy trên đường tròn (trừ hai điểm A, 8). Hãy xác định hình bình hành 

AMBN. Chứng minh rằng tập hợp các điểm N cũng nằm trên một đường tròn 

xác định. 


Cho hai đường tròn cùng có tâm Ó, bán kính lần lượt là # và r, (R>r). A là 
một điểm thuộc đường tròn bán kính r. Hãy dựng đường thẳng qua A cắt đường 
tròn bán kính r tại B, cắt đường tròn bán kính £ tại C, D sao cho CD = 3AB. 


Trong mặt phẳng OØxy cho đường thẳng đ có phương trình x + y - 2 = 0. 
Hãy viết phương trình của đường thẳng đ là ảnh của đ qua phép quay 
tâm Ó góc 45. 


Qua tâm Ở của tam giác đều ABC, kẻ đường thẳng a cắt BC tại M và cắt AB 
tại W, kẻ đường thẳng b cắt AC tại P và AB tại Q, đồng thời góc giữa a và b 


bằng 600. Chứng minh rằng tứ giác 4PNQ là một hình thang cân. 
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1.39. Gọi A', B, C° tương ứng là ảnh của ba điểm A, B, C qua phép đồng dạng tỉ số k. 


Chứng minh rằng AB.A'C” = k? AB.AC. 


1.40. Gọi A', B và C” tương ứng là ảnh của ba điểm A, 8 và € qua phép đồng dạng. 


1.41. 


1.42. 


1.43. 


1.44. 


Chứng minh rằng nếu AB= pAC thì AB '= pAC C”, trong đó p là một số. Từ 


đó chứng minh rằng phép đồng dạng biến ba điểm thẳng hàng thành ba điểm 
thẳng hàng và nếu điểm B nằm giữa hai điểm A và C thì điểm nằm giữa 
hai điểm A' và C”. 


Trong mặt phẳng Óxy xét phép biến hình Ƒ biến mỗi điểm M(+x ; y) thành 
M{2x— 1; - 2y + 3). Chứng minh # là một phép đồng dạng. 


Dựng tam giác BÁC vuông cân tại A có C là một điểm cho trước, còn hai 
đỉnh A, 8 lần lượt thuộc hai đường thẳng z, b song song với nhau cho trước. 


CÂU HỎI TRÁC NGHIỆM 


Trong mặt phẳng OØxy cho điểm A(2 ; 5). Phép tịnh tiến theo vectơ v (1 ; 2) 
biến A thành điểm nào trong các điểm sau ? 
(A)BG;U;  - (B)C(1;6); (ŒQD@G;7); (D) E4; ?). 


Trong mặt phẳng Óxy cho điểm A(4 ; 5). Hỏi A là ảnh của điểm nào trong 
các điểm sau qua phép tịnh tiến theo vectơ ở (2; 1) ? . 
(A)ð8G;1, - (Œ)C(;6); (Q D4; 7); (D) EQ@; 4). 


1.45. Có bao nhiêu phép tịnh tiến biến một đường thẳng cho trước thành chính nó ? 


(A) Không có ; (B) Chỉ có một ; (C) Chỉ có hai ; (D) Vô số. 


1.46. Có bao nhiêu phép tịnh tiến biến một đường tròn cho trước thành chính nó ?_ 


(A) Không có ; {B) Một ; (C) Hai; _. (D) Vô số. 


1.47. Có bao nhiêu phép tịnh tiến biến một hình vuông thành chính nó ? 


(A) Không có;:  (B)Một; (C) Bốn ; (Đ) Vô số. 


1.48. Trong mặt phẳng Oxy cho điểm M(2 ; 3), hỏi trong bốn điểm sau điểm nào là 
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ảnh của M qua phép đối xứng qua trục Óx ? 
(A)AG;2); (B)B;-3); - (QC@;-2); (D) Ð(-2; 3). 


1.49. Trong mặt phẳng Oxy cho điểm A⁄(2 ; 3), hỏi M là ảnh của điểm nào trong 


bốn điểm sau qua phép đối xứng qua trục Óy ? 
(A)A@G;2); (B)8@;-3); .@€ŒC@;-~2);,  (D)D(-2;3). 


1.50. Trong mặt phẳng Oxy cho điểm M⁄(2 ; 3), hỏi trong bốn điểm sau điểm nào là 


“151. 


ảnh của M qua phép đối xứng qua đường thẳng x — y = 0 ? 

(A)A;2); (B) 8@; -3) : (CO C@ ; 2); (D) D(-2; 3). 
Hình gồm hai đường tròn có tâm và bán kính khác nhau có bao nhiêu trục 
đối xứng ? 

(A) Không có ; _(B) Một ; (C) Hai ; (D) Vô số. 


1.52. Trong các mệnh đề sau mệnh đề nào đúng ? 


(A) Đường tròn là hình có vô số trục đối xứng. 

(B) Một hình có vô số trục đối xứng thì hình đó phải là đường tròn. 

(C Một hình có vô số trục đối xứng thì hình đó phải I là hình gồm những 
đường tròn đồng tâm. 

(D) Một hình có vô số. trục đối xứng thì hình đó phải là hình gồm hai đường 
thẳng vuông góc. 


1.53. Trong mặt phẳng Oxy, cho hai điểm /(1 ; 2) và M(3 ; =1). Trong bốn điểm 


sau điểm nào là ảnh của Ä⁄ qua phép đối xứng tâm 7? 


(A)A@; 1U); (B)8(-1;5);  (C@C(-1;3);  (D)D(5;~4). 


1.54. Trong mặt phẳng Oxy, cho đường thẳng A có phương trình x = 2. Trong bốn 


đường thẳng cho bởi các phương trình sau đường thẳng nào là ảnh của A 
qua phép đối xứng tâm (2? 
(A)x=-2; (B)y=2;' (C)x=2; (D)y=-2. 


1.55. Trong các mệnh đề sau mệnh đề nào đúng ? 


1.56. 


(A) Phép đối xứng tâm không có điểm nào biến thành chính nó. 
(B) Phép đối xứng tâm có đúng một điểm biến thành chính nó. 
(C) Có phép đối xứng tâm có hai điểm biến thành chính nó. 

(D) Có phép đối xứng tâm có vô số điểm biến thành chính nó. 


Trong mặt phẳng Oxy, cho đường thẳng A có phương trình x ~ y + 4 = 0. 
Hỏi trong bốn đường thẳng cho bởi các phương trình sau đường thẳng nào có 
thể biến thành A qua một phép đối xứng tâm ? 
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1.57. 


1.58. 


1.59. 


1.60. 


1.61. 


1.62. 


1.63. 


1.64. 
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(A)2x+y-4=0; (ŒB)x+y-1=0; 
(Q2x-2y+1=0; (D) 2x+ 2y-3=0. 

Hình gồm hai đường tròn phân biệt có cùng bán kính có bao nhiêu tâm đối 
xứng ? 

(A) Không có ; (B) Một ; (C) Hai ; (D) Vô số. 
Trong mặt phẳng Óxy cho điểm M(I ; ]). Hội trong bốn điểm sau điểm nào 
là ảnh của M qua phép quay tâm O, góc 459 ? 

(A)A(C-I;1); — (B)8(1;0); (C€(J2 ;0); (D)D(0; 42). 
Cho tam giác đều tâm Ó. Hỏi có bao nhiêu phép quay tâm Ô góc , 
0 <z<2zZ, biến tam giác trên thành chính nó ? 

(A) Một ; (B) Hai ; (C) Ba ; (D) Bốn. 

Cho hình vuông tâm Ó. Hỏi có bao nhiêu phép quay tâm Ô góc ,. 
0< ø<2z, biến hình vuông trên thành chính nó ? 

(A) Mội ; (B) Hai ; - (C) Ba ; (D) Bốn. 

Cho hình chữ nhật có Ó là tâm đối xứng. Hỏi có bao nhiêu phép quay tâm Ó 
góc #, 0<#< 27, biến hình chữ nhật trên thành chính nó ? 
(A) Không có ; (B) Hai ; (C) Ba ; (D) Bốn. 

Có bao nhiêu điểm biến thành chính nó qua phép quay tâm Ó góc œ # 2kZ, 
k là một số nguyên ? 

(A) Không có ; (B) Một ; (C Hai ; (Ð) Vô số. 
Trong mặt phẳng Oxy cho điểm ẢM⁄(2 ; 1). Hỏi phép đời hình có được bằng 
cách thực hiện liên tiếp phép đối xứng qua tâm Ó và phép tịnh tiến theo 
vectơ v (2 ; 3) biến M thành điểm nào trong các điểm sau ?_ 

(A)A(; 3); (B) 8@;0); (Q C(0; 2); (D) DA; 4). 


. : 2 2 
Trong mặt phẳng Óxy cho đường tròn (C) có phương trình (x— 1) +y+2) =4. 
Hỏi phép dời hình có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép đối xứng qua 
trục ÓØy và phép tịnh tiến theo vectơ ÿ (2 ; 3) biến (C) thành đường tròn nào 
trong các đường tròn có phương trình sau ? 

2 2 
(A) xÌ+yˆ =4; (B)œ&~2) +ợ-=6) =4; 


2 2 2 2 
(Q(Œœx-2) +@-3) =4; (D)œ-1) +Œ~l) =4. 


1.65. Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng đ có phương trình x + y — 2 = 0. Hỏi 
phép đời hình có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép đối xứng qua tâm Ó 
và phép tịnh tiến theo vectơ ÿ (3 ; 2) biến đ thành QUỐNE thẳng nào trong các 
đường thẳng có phương trình sau ? 

(A)3x+3y—2=0; (B)x-y+2=0; 
(ŒJx+y+2=0U; (D)x+y—-3=0. 


1.66. Trong các mệnh đề sau mệnh đề nào đúng ? 
(A) Thực hiện liên tiếp hai phép tịnh tiến sẽ được một phép tịnh tiến. 
(B) Thực hiện liên tiếp hai phép đối xứng trục sẽ được một phép đối xứng trục. 
(C) Thực hiện liên tiếp phép đối xứng qua tâm và phép đối Xðnh trục sẽ được 
một phép đối xứng qua tâm. 
(D) Thực hiện liên tiếp phép quay và phép tịnh tiến sẽ được một phép tịnh tiến. 


1.67. Trong các mệnh đề sau mệnh đề nào đúng ? 
(A) Có một phép tịnh tiến theo vectơ khác không biến mọi điểm thành chính nó. 
(B) Có một phép đối xứng trục biến mọi điểm thành chính nó. 
(C) Có một phép đối xứng tâm biến mọi điểm thành chính nó. 
(D) Có một phép quay biến mọi điểm thành chính nó. 
1.68. Trong mặt phẳng Oxy cho điểm M⁄(-2 ; 4). Hỏi phép vị tự tâm Ó tỉ số k = ~2 
biến Ä⁄ thành điểm nào trong các điểm sau ? 
(A)AC8;4); (B) B(-4 ; -8) ; 
(QC) C(4;—8); (D) D4; 8). 


1.69. Trong mặt phẳng Óxy cho đường thẳng đ có phương trình 2x + y — 3 = 0. Hỏi 
phép vị tự tâm Ó tỉ số & = 2 biến đ thành đường thẳng nào trong các đường 
thẳng có phương trình sau ? 

(A)2x+y+3=0; (B)2x+y-6=0; 
(Œ4x—2y—3=0; (D)4x+2y—5 =0. 
1.70. Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng đ có phương trình x + y - 2 = 0. Hỏi 


phép vị tự tâm Ó tỉ số k = —2 biến đ thành đường thẳng nào trong các đường 
thẳng có phương trình sau ? 


(A)2x+2y=0; l (B)2rx+2y—-4=0; 
(Œ)x+y+4=0; (D)x+y—4=0. 
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1/71. 


1.72. 


- 1.73. 


1.74. 
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ễ 2 4 2 2 
Trong mặt phẳng Óxy cho đường tròn (C) có phương trình (xT— 1) +(~ 2) =4. 
Hỏi phép vị tự tâm Ó tỉ số k = -2 biến (C) thành đường tròn nào trong các 
đường tròn có phương trình sau ? 


(A)œ-2Ý +@-~4) =16; (24) 3023) s4: 
(Q4) +@-2) =16; (D)Œ+2)”+(@+4) = l6. 

Trong mặt phẳng Óxy, cho điểm Ä⁄(2 ; 4). Hỏi phép đồng dạng có được bằng 
cách thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm Ó tỉ số k = h và phép đối xứng qua 
trục Óy sẽ biến Ä⁄ thành điểm nào troné các điểm sau ? 

(A)Aq; 2); (B) B(-2; 4); 

(CJ CỆ E2) (D) D(1; ~2). 


Trong mặt phẳng Óxy cho đường thẳng đ có phương trình 2x - y = 0. Hỏi 
phép đồng dạng có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm Ó, tỉ số 
k=—2 và phép đối xứng qua trục Óy sẽ biến ä thành đường thẳng nào trong 
các đường thẳng có phương trình sau ? 


(A)2x-y=0; (B)2x+y=0; 
(ŒQ4x-y=0; (D)2x+ y—2=0. 


: : Ề ` 2 2 

Trong mặt phăng Óxy cho đường tròn (C) có phương trình (x— 2) +(y—2) =4. 
Hỏi phép đồng dạng có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm Ó 
2 ^ˆ 1 ` F4 z *“k“ ` ` Ð 
tÍ SỐ k= 5 và phép quay tâm Ó góc 90° sẽ biến (C) thành đường tròn nào 
trong các đường tròn sau ? 

2 2 2 2 
(A)Œ&-2) +@-~2) =1; (B)(x—) +@_— ID =1; 

2 2: 2 2 
(€)(Œx+2) +Œ@-—1) =1; (ŒD)Œ&+ 1l) +(Œ@~I) =1. 


HƯỚNG DẪN GIẢI VÀ ĐÁP SỐ 


§1. PHÉP BIẾN HÌNH - §2. PHÉP TỊNH TIẾN 


1.1. 


¬ x=3+2 x=5 
a) Giả sử A = (x; y). Khi đó 


y=2-] y=l. 
Vậy A = (5 ; 1) _ 
ca 3 .Ă= 3=x+2 x=3-2 x=l 
b) Giả sử A = (x; y). Khi đó > => 
2=y-] y=2+l y=3. 
Vậy A = (1; 3). 


1.2. a) Lấy một điểm thuộc đ, chẳng hạn M = (0; 1). Khi đó 


1.3. 


M' = Tg(M)= (0—2; 1+ 1)=(-2; 2) thuộc đ. Vì đ' song song với đ nên 
phương trình của nó có dạng 2x - 3y + Œ = 0. Do M' c đ nên 
2(- 2) - 3.2 + C =0. Từ đó suy ra C = 10. Do đó đ có phương trình 
2x— 3y+ 10=0. 

b) Lấy một điểm thuộc đ, chẳng hạn M = (0 ; 1). Đường thẳng đ; qua Mƒ 
vuông góc với đ có vectơ chỉ phương là v = (2 ; -3). Do đó phương trình của 
lạ *X=9-3-I! 


hay 3x + 2y — 2 = 0. Gọi ẤM là giao của đ¡ với đ› thì toạ 
tà b3 ho2 man sp 2-3-5 Z0 — |” 13 

độ của nó phải thoả mãn hệ phương trình > 
3x+2y-2=0 lãi 


Từ đó suy ra #= MM =(16 : -_®, 
13 13 


Giao của đ với trục Óx là điểm A@ ; 0). Phép tịnh tiến phải tìm có vectơ tịnh 
tiến V= AO =(-3 ; 0). Đường thẳng Z song song với đ và đi qua gốc toạ độ 
nên nó có phương trình 3x — y = 0. 


1.4. Cách 1. Dễ thấy (C) là đường tròn tâm /(1 ; -2), bán kính r = 3. Gọi 


Ƒ=Tg() =(1—2;-2+ 5) =(—1 ; 3) và (C? là ảnh của (C) qua 7ÿ thì (C) 
là đường tròn tâm 7 bán kính r = 3. Do đó (C có phương trình 


Œ+1) +(y~3) =9. 


43 


1.5. 


Cách 2. Biểu thức toa độ của Tp là D) "... +2 


y=y+5 y=y-5. 
Thay vào phương trình của (C) ta được 


2 2 
@'+2Ÿ +0'~5) ~20œ/+2)+4@'~5)—4=0 
© x7+y? +2x-6y+1=0 


©(x++(y-3Ÿ =9. 


2 2 
Do đó (C2 có phương trình (x+ l) +(y—3). =9. (C2 () 
Do tứ giác ABMM là hình bình hành 
nên 84 = MMỉ. Từ đó suy ra ẤM” là ảnh mwAa 
của Ä⁄ qua phép tịnh tiến theo vectơ ¬—” 


BA. Từ đó suy ra tập hợp các điểm Mĩ“ 
là đường tròn (C, ảnh của (C) qua phép 


tịnh tiến theo vectơ BA (h.1.28). Ạ 5 


Hình 1.28 


§3. PHÉP ĐỐI XỨNG TRỤC 


16. 


1.7. 


44 - 


Gọi M', đ và (C? theo thứ tự là ảnh của Ä⁄, đ và (C) qua phép đối xứng qua 
trục Óx. Khi đó M' = (3 ; 5). Để tìm đ' ta viết biểu thức toạ độ của phép đối 


X=x x=xx - số 
xứng qua trục Óx : =| , (1. 


y=-y y=-y 


Thay (1) vào phương trình của đường thẳng đ ta được 3x - 2y - 6 = 0. Từ 

đó suy ra phương trình của đ” là 3x — 2y — 6 = 0. 

Thay (1) vào phương trình của (C) ta được x^+y2 - 2x — 4y'— 4 = 0. Từ 
2 2 

đó suy ra phương trình của (C? là (x-— l1) +(y-2) =9. 

Cũng có thể nhận xét (C) có: tâm là /(1 ; -2), bán kính bằng 3, từ đó suy ra tâm 

2 2 

của (C? có toạ độ (1 ; 2) và phương trình của (C?) là (x— 1) +@-—2) =9, 

Dễ thấy đ và Z' không song song với nhau. Do đó trục đối xứng A của phép 

đối xứng biến đ thành Z chính là đường phân giác của góc tạo bởi đ và đ,. 

Từ đó suy ra A có phương trình 


1.8. 


|x-5y+7|_ |šx-y-13| 
Ml+25  V25+1 


Từ đó tìm được hai phép đối xứng qua các trục : 
Ai có phương trình x + y— 5 =0, A; có phương trình x— y— I = 0. 


©x—-5y+7=#3(Šx- y- l3). 


Cho hình vuông ABCD. Gọi Ƒ là phép đối sa B 
xứng trục đ biến hình vuông đó thành chính 
nó. Lí luận tương tự như ví dụ đã nêu ở vấn 
để 2, §3, ta thấy A chỉ có thể biến thành các 
điểm A, B, C hoặc D. 

— Nếu A biến thành chính nó thì Œ chỉ có thể: 
biến thành chính nó và 8 biến thành D. Từ đó 


suy ra # là phép đối xứng qua trục AC. D C 
Hình 1.29 


~ Nếu A biến thành Ö thì đ là đường trung trực 


-. của AB. Khi đó C biến thành Ð. 


Các trường hợp khác lập luận tương tự. Do đó hình vuông ABCD có bốn trục 


- đối-xứng là các đường thẳng AC, BD và các đường trung trực của AB và BC 


1.9. 


1.10. 


-— Dựng đường trung trực A của 


- Gọi C= đìnc, 


.điểm M thuộc đ 


(h.1.29). 


Ta thấy rằng 8, € theo thứ tự là 
ảnh của A, D qua phép đối xứng 
qua đường trung trực của cạnh AÖ, 
từ đó suy ra cách dựng : 


đoạn AB. - 
- Dựng đ là ảnh của đ qua phép 
đối xứng qua trục A. 


— Dựng Ð là ảnh của C qua phép Hình 1.30 
đối xứng qua trục A(h.1.30). 

Gọi Ö' là ảnh của 8 qua phép đối 
xứng qua trục đ. Khi đó với mỗi 


MA + MB = MA + MP' nên 

MA + MB bé nhất © MA + MB' bé nhất 
© A,M, B thẳng hàng. 

Tức là M = (AB`)f¬đ (h.1.31). 


Hình 1.31 P 
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§4. PHÉP ĐỐI XỨNG TÂM 


1.11. Dựng ảnh của từng điểm A, B8, € qua phép đối xứng đó. 


1.12. a) Gọi M”, đ' và (C) theo thứ tự là ảnh của M,.đ và (C) qua phép đối xứng 


1.13. 


1.14. 


qua Ó. Dùng biểu thức toạ độ của phép đối xứng qua gốc toạ độ ta có: | 
M' = (2: -3), phương trình của đ': 3x - y - 9 = 0, phương trình của đường _ 
tròn (C? : x7 +y“— 2x+6y+6=0. 

b) Gọi M, đ và ( 2 theo thứ tự là ảnh của M, đ và (C) qua phép đối xứng 
qua ÏÍ. 

Vì ï là trung điểm của MM” nên M' = (4; 1). 

Vì đ' song song với đ nên đ' có phương trình 3x — y + Œ = 0. Lấy một điểm 
trên đ, chẳng hạn N(0 ; 9). Khi đó ảnh của N qua phép đối xứng qua tâm / là ' 
NW(2; —-5). Vì N“ thuộc đ nên ta có 3. 2 — (—5) + Œ =0. Từ đó suy ra € = —11. 
Vậy phương trình của đ” là 3x— y— 11 =0. 

Để tìm (C?; trước hết ta để ý rằng (C) là đường tròn tâm J(- 1 ; 3), bán kính 
bằng 2. Ảnh của J qua phép đối xứng qua tâm / là J(3 ; 1). Do đó (C?) là đường 
tròn tâm J” bán kính bằng 2. Phương trình của (C? là (x~3)“ +(y- 1Ý =4. 


Giao của đ và đ' với Óx lần lượt là A( —2 ; 0) và: A8 ; 0). Phép đối xứng qua 
tâm cần tìm biến A thành A” nên tâm đối xứng của nó là 7 = (3 ; 0). 


Giả sử tam giác ABC đã dựng được 
(h.1.32). Lấy điểm M bất kì. Gọi NW là 
ảnh của ẤM qua phép đối xứng tâm 7. P là 
ảnh của N qua phép đối xứng tâm J, Ó là 
ảnh của P qua phép ‹ đối xứng tâm K. Khi 
đó CM =-BN = AP =-CQ. Do đó € là 


trung điểm của QM. Từ đó suy ra cách 
dựng tam giác ABC. 


} 

% 

1 

vụ . 
M Hình 1.32 


§5. PHÉP QUAY 


1.15. 
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a) Phép quay tâm Ó góc 120° biến Ƒ, A, B lần lượt thành Öö, Œ, D; biến 
trung điểm 7 của AB thành trung điểm J của CÐ. Nên nó biến tam giác AJƑ 
thành tam giác CB (h.1.33). 


b) Phép quay tâm E góc 607 biến A, Ó, # 
lần lượt thành C, D, O. 


1.16. Gọi G là phép quay tâm Ó, 


OÓ, 909) 


góc quay 902 (h.1.34). 


Ä =6 313) 
B=(C5;0), 
Cˆ=(C1; ]). 
đ đi qua B và M(—3 ; 0), 


nên đ' là đường thẳng BM' có 
phương trình 3x + 5y + 15 = 0. 


1.17. Xem # là ảnh của A qua phép quay 


tâm Ö, góc 90°. Khi A chạy trên 
nửa đường tròn (Ó), E sẽ chạy trên 
nửa đường tròn (Ø) là ảnh của nửa 
đường tròn (Ó) qua phép đuay tâm B, 
góc 90 (h.1.35). 


1.18. a) Phép quay tâm C góc 90° biến 
MB thành AI. Do đó MB bằng và 
vuông góc với AÏ. DP song song và 
bằng nửa BM, DO song song và 
bằng nửa Aï. Từ đó suy ra DP bằng 
và vuông góc với 2Q (h.1.36). 


b) Từ câu a) suy ra phép quay tâm D, 
góc 90? biến Ó thành P, biến A 
thành @Q. Do đó ÓA bằng và vuông 
góc với PQ. 


Hình 1.36 


47 


§6. KHÁI NIỆM VỀ PHÉP DỜI HÌNH VÀ HAI HÌNH BẰNG NHAU 


1.19. 


1.20. 


1.21. 


a)M =(1; 1) =M. 
b) M”=(-3; 1). 


Gọi đ¡ là ảnh của đ qua phép quay tâm Ó góc 90°. Vì đ chứa tâm quay ÓO 
nên đ¡ cũng chứa Ở. Ngoài ra đị vuông góc với đ nên đi có phương trình 
x+2y=Q0. 

Gọi đ” là ảnh của đ¡ qua phép tịnh tiến vectơ v. Khi đó phương trình của đ' 
có dạng x + 2y + € = 0. Vì đZ chứa Ø3 ; 1) là ảnh của Ở qua phép tịnh tiến 
vectơ v nên 3 + 2 + € =0, từ đó Œ = -5. Vậy phương trình của đ là 
x+2y-5=0. 


Gọi (;, „y là phép quay tâm 7 góc ø (h.1.37). Lấy đường thẳng đ bất kì qua 7. 
Gọi đ” là ảnh của đZ qua phép quay tâm ï góc s Lấy điểm M bất kì và gọi 


M= Ơ(, „)(M). Gọi M” là ảnh của M qua phép đối xứng qua trục đ, Ä⁄; là 


- ảnh của Ä⁄” qua phép đối xứng qua trục đ”. Gọi 7 là giao của 4M” với đ, H là 


giao của Mf”M ¡ với đ Khi đó ta có đẳng thức giữa các góc lượng giác sau : 

(1M, IMỊ)=(M, IM”)+(IM”, IMỊ) đ— 
=2(NU,IM 3 + 2(M”,I!H) 
=2(U,!H) 


= 25=ø =(M,IM'. 


Từ đó suy ra Mˆ = Mị. Như vậy M' 
có thể xem là ảnh của M sau khi 
thực hiện liên tiếp hai phép đối xứng Hình 1.37 
qua hai trục đ và đ. 


1.22. a) Gọi Ƒ là phép đối xứng qua đường trung trực đ của cạnh 4ð, Ớ là phép đối 


xứng qua đường trung trực 4” của cạnh 1£. Khi đó Ÿ biến A7 thành B!, Ớ biến 
BI thành BE. Từ đó suy ra phép dời hình có được bằng cách thực hiện liên tiếp 


._ hai phép biến hình Ƒ và Ở sẽ biến A/ thành BE (h.1.38). 
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Hơn nữa, gọi 7 là giao của đ và 
đ, thì dễ thấy JA = JB, JI = JE 


và 2(I, JB) = (II, JE) = 45° 
(vì JE //IB). Do đó theo kết quả 
của bài 1.21, phép dời hình nói 
trên chính là phép quay tâm J 


góc 450, 


1ú" Lưu ý. Có thể tìm được nhiều 
phép dời hình biến A7 thành BE. 
b) Ƒ biến các điểm A, B, C, D 
thành B, A, D, € ; G biến các 
điểm Ö, A, D, C thành Ö, A', D, Hình 1.38 
ŒC“ Do đó ảnh của hình vuông 
ABCD qua phép đời hình nói trên 
là hình vuông BA?D“C' đối xứng 
với hình vuông BADC qua đ. 


§7. PHÉP VỊ TỰ 


1.23. a) Lấy hai điểm A(0 ; 4) và B(2 ; 0) thuộc đ. Gọi A”, 8' theo thứ tự là ảnh của 

A và B qua phép vị tự tâm Ó tỉ số k = 3. Khi đó ta có 

OA”=3ÓA, OB =3OB. 
Vì ÓA =(0;4) nên ØA =(0; 12). Do đó A' = (0; 12). Tương tự 8 = (6; 0); 
đ¡ chính là đường thẳng A“B' nên nó có phương trình 
x-6_ y 
=-—— hay 2x+y-— ]2=0. 
-6 12 


b) Có thể giải tương tự như câu a). Sau đây ta sẽ giải bằng cách khác. 
Vì đ;// d nên phương trình của đ; có dạng : 2x + y + C = 0. Gọi 
Aˆ=(x; y') là ảnh của A qua phép vị tự đó thì ta có : 


1A) =~2]A hay x + 1=—2,y -2=-4. 
Suy ra x=-3, y' =~2. ` 
Do A thuộc đ; nên 2(-3) - 2 + Œ =0. Từ đó suy ra C = 8. 


Phương trình của đ; là 2x + y + 8 =0. 
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1.24. 


1.25. 


1.26. 
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Ta có A(3 ; =1) là tâm của (C) nên tâm A“ của (C? là ảnh của A qua phép VỊ 
tự đã cho. Từ đó suy ra Á' = (—3 ; 8). Vì bán kính của (C) bằng 3, nên bán 
kính của (C? bằng I-2l. 3 = 6. 


Vậy (C? có phương trình : (x+3)ˆ +(y—8)2 =36. 


Gọi O là trung điểm của 4ð (h.1.39). Giả sử dựng được hình vuông PO 
có M⁄, N thuộc đường kính AB ; P, @ thuộc nửa đường tròn. Khi đó Ó phải là 
trung điểm của N. Nếu lấy một hình vuông Ä⁄“N”P'@ sao cho M”, N“ thuộc 
AB, O là trung điểm Ä⁄'N,, thì dễ thấy 
OM _ON _ÓOP _ 0Q 

_OM  ON. OP. OỢ 
Từ đó suy ra hình vuông MMP@ là ảnh của hình vuông MNP'@“ qua phép 
vị tự tâm Ó, suy ra Ó, P, P và Ó, Ó, Ø thẳng hàng. Vậy ta có cách dựng : 
- Dựng hình vuông W?P'@' nằm 
trong nửa hình tròn đã cho sao cho : 
MN' thuộc AB và Ó là trung điểm L2 —esaielbEiCheo CC 
của M/N' Tia OP” cắt nửa đường 
tròn tại P ; tia @' cắt nửa đường 


tròn tại Ó. : \J 
Khi đó dễ thấy tứ giác MNPO là _ 


hình vuông cần dựng. MM 0O NN k 


Hình 1.39 


Giả sử điểm A đã dựng được 
(h.1.40). Gọi B là hình chiếu vuông 
góc của A trên Óx, khi đó AB = AC. 
Lấy điểm A' bất kì trên Óy, gọi 8” là 
hình chiếu vuông góc của Á” trên 
Óx, đường thẳng qua ' song song 
với AC cắt đường thẳng ÓC tại C.. 
Khi đó có thể coi tam giác ABC là 
ảnh của tam giác AC“ qua phép vị 
= - nên AŒ'=A®. 


tự tâm Ô tỉ số 


Từ đó suy ra cách dựng : 


- Lấy điểm A' bất kì trên Óy, dựng Hình 1.40 
B là hình chiếu vuông góc của Ả” 
lên Óx. 


- Lấy C” là một giao điểm của đường tròn tâm A bán kính A 5í với đường 
thẳng ÓC. 

~ Đường thẳng qua € song song với Á'C” cắt Óy tại A. 

Dễ thấy A là điểm phải dựng. 


Bài toán có hai nghiệm hình. 


§8. PHÉP ĐỒNG DẠNG 


1.27. Gọi đ, là ảnh của đ qua phép vị tự tâm @Ó 
tỈ số k= : thì phương trình của đi là 
x= 2 (h.1.41). Giả sử Z là ảnh của đi 
qua phép quay tâm OØ góc 45”. Lấy 
M(J2 ; 0) thuộc đ, thì ảnh của nó qua 


phép quay tâm Ø góc 45 là M{(I1 ; l) 
thuộc Z. Vì ØM Lái nên OM Lđ. 
Vậy Z là đường thẳng đi qua M' và Hình 1.41 
vuông góc với ÓM”. Do đó nó có phương 

trình x+y—2=0. 


1.28. Dễ thấy bán kính của (C2 bằng 4. Tâm 7 của (C? là ảnh của tâm /(I ; 2) của 
(Œ) qua phép đồng dạng nói trên. Qua phép vị tự tâm Ó tỉ số k = -2, 7 biến 
thành !¡(—2 ; —4). Qua phép đối xứng qua trục Óx, 7¡ biến thành 7% -2 ; 4). 


2 2 
Từ đó suy ra phương trình của (C2 là(x+2) +(y—4) = l6. 


1.29. Dùng phép tịnh tiến đưa về hai đa giác đều cùng tâm đối xứng, sau đó dùng phép 
quay đưa về hai đa giác đều cùng tâm đối xứng có các đỉnh tương ứng thẳng hàng 
_ với tâm, cuối cùng dùng phép vị tự biến đa giác này thành đa giác kia. 


1.30. a) Dựng hình bình hành ADCE. Ta có DC = AE không đổi (h.1.42). 


Do AE = b không đổi, nên E cố định. Do AD = EC = a nên khi ÐD chạy trên 
đường tròn (4 ; 4) thì € chạy trên đường tròn (E ; a) là ảnh của (A : 4) qua 
phép tịnh tiến theo AE. 


5] 


1.31. 


1.32. 


1.33. 
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b) Đường thẳng qua 1, 
song song với AD cất 
AE tại F. 


AI — AB 


—> ——— Hình 1.42 


› › Ằ ¬ĂẮ ˆ , „AB 
Do đó có thể xem ï là ảnh của € qua phép vị tự tâm A, tí số ABip Vậy. 


khi € chạy trên (E ; a) thì 7 chạy trên đường tròn là ảnh của (E ; 4) qua 
phép vỊ tự nói trên. 


CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG I 


Phương trình đ: 3x - 5y + 12 =0. 


Xem Ð là ảnh của Œ qua phép tịnh tiến theo vectơ BA: Do C chạy trên 
đường tròn (C) tâm A bán kính z, trừ ra giao điểm của (C) với đường thắng 
AB, nên D thuộc đường tròn là ảnh của đường tròn nói trên qua phép tịnh 
tiến theo vectơ BA. 

Giả sử đã dựng được hai điểm M, N thoả mãn điều kiện đầu bài. Đường 
thẳng qua M và song song với AC cắt 8C tại D. Khi đó tứ giác 4NCD là 
hình bình hành. Do đó CN = DM. Từ đó suy ra tam giác AM cân tại M. Do 


đó MAD = MDA = DAC. Suy ra AD là phân giác trong của góc A. Do đó 
AD dựng được. Ta lại có NM = CD, nên có thể xem Mí là ảnh của W qua 
phép tinh tiến theo vectơ D€C . 

Từ đó suy ra cách dựng : 

— Dựng đường phân giác trong của góc A. Đường n này Cắt BC tại D. 


1.34. 


— Dựng đường thẳng ởđ là ảnh của đường 
thăng ÁC qua phép tịnh tiến theo vectơ 
CD. đcắt AB tại M. 


— Dựng N sao cho NM =CD. 
Khi đó dễ thấy M, N thoả mãn điều kiện 
đầu bài (h.I.43). 


a) dị: 3x+2y+6=0. 


b) Giao của đ và A là A(2 ; 0). Lấy 
B(0 ; -3) thuộc đ. Ảnh của 8 qua phép 
đối xứng qua đường thẳng A là 8(5 ; 2). 
Khi đó đ' chính là đường thẳng AØ' : 
2x-3y—-4=0. 


1.35. Tập các điểm N thuộc đường tròn (C?) là 


1.36. 


ảnh của (C) qua phép đối xứng qua 
trung điểm của A8. 

Gọi (C) là đường tròn tâm Ó bán kính r, 
(C¿) là đường tròn tâm ÓØ bán kính R 
(h.1.44). Giả sử đường thẳng đã dựng 
được. Khi đó có thể xem Ð là ảnh của B 
qua phép đối xứng qua tâm A. Gọi (C? 
là ảnh của (C) qua phép đối xứng qua 
tâm 4, thì Đ thuộc giao của (C) và (C1). 
Số nghiệm của bài toán phụ thuộc vào số 
giao điểm của (C? với (C)). 


1.37. Dễ thấy đ chứa điểm H(I ; 1) và ÓH L đ. 


1.38. 


Gọi H' là ảnh của H qua phép quay tâm 
Ó góc 45° thì H' = (0; A2). Từ đó suy 
ra đ# phải qua #⁄' và vuông góc với ÓH.. 
Vậy phương trình của ở là y = A2. 


Gọi Q 


(G,120°) là phép quay tâm Ở góc 


1209 (h.1.45). Phép quay này biến Ðb 


D 


Hình 1.43 


(C) 
Hình 1.44 


Hình 1.45 


{C) 
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1.39. 


1.40. 


1.41. 


1.42. 
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thành a, biến CA thành 4Ø ; do đó nó biến P thành N. Tương tự đc 209) 


cũng biến @ thành M. Từ đó suy ra GP = GỚN, GQ = GM. Do đó hai tam giác 


GNQ và GPM bằng nhau, suy ra NÓ = PM. Vì đc I20°) biến PQ thành 


NM nên PQ = NM. Từ đó suy ra hai tam giác NỌM và PMQ bằng 
nhau. Do đó  NỘM=PMO. Tương tự Q@NPE=MPN. Từ đó suy Ta 
PNQ+NỌQM =180°. Do đó NP /! QM. Vậy ta có tứ giác MPNO là một 
hình thang cân. 

Theo định nghĩa của phép đồng dạng ta có BŒ/ = kBC, từ đó suy ra 
C2 =k?BC2. Hay (A“C - AB)? = k?(AC— AB)”. Suy ra 

A'C2 -2A'C.AB + A'B2 =k?(AC?—2AC.AB+ AB). 


Để ý rằng AC2 =k2AC?, AB =k?AB” ta suy ra điều phải chứng minh. 


Đề ý rằng AC2 =k2AC?, AB2=k?AB?, AC.ABˆ=k?AC.AB , ta có 
(AB ~ pAC)3? = AB? —2pA“B.A'C + pˆAC2 

= k?(AB?—?pAB.AC+ pˆAC?) 

=k?(AB- pA€)? =0. 
Từ đó suy ra AB - pAC =0. 
Giả sử ba điểm A, 8, C thẳng hàng và điểm 8 nằm giữa hai điểm A và Œ. Khi 
đó AB =!AC, với 0</< ]. Áp dụng bài 1.39 ta cũng có A8 =IAC, 
0</< 1. Do đó ba điểm A', 8”, C° thẳng hàng và điểm 8” nằm giữa hai điểm 
A“ và C. 
Lấy điểm N(x¡; y¡), thì điểm M'(2x¡ —1;— 2y; + 3) = F(W). Ta có 

⁄2z⁄2 2 2 2 2 2 

MN“” =(2x¡—2y) +(—2y¡+2y) =4[@+—x) +0) |=4AMN. 


Từ đó suy ra với hai điểm M, N tuỳ ý và M”, N“ lần lượt là ảnh của chúng qua 
F tạ có M'N' =2MN. Vậy F là một phép đồng dạng với tỉ số đồng dạng là 2. 


Xem Ö là-ảnh của A qua phép đồng dạng có được bằng cách thực hiện liên 
tiếp phép quay tâm € góc + 459 và phép vị tự tâm € tỉ số k= A2 (h.1.46), 


Vì A thuộc z nên Ö thuộc đường thẳng a' là ảnh của ø qua phép đồng dạng 
nói trên. Vậy Ö là giao của a' và b. Từ đó suy ra cách dựng. Bài toán có hai 
nghiệm hình. 


Hình 1.46 
CÂU HỎI TRẮC NGHIÊM 
1.43. (C). 1.59. (C). 
1.44. (D). - 1.60. (D). 
1.45. (D). 1.61. (B). 
1.46. (B) Đó là phép tịnh tiến theo vectơ 0. 1.62. (Bì. 
1.47. (B) Đó là phép tịnh tiến theo vectơ 0. | 1.63. (C). 
1.48. (P). 1.64. (D). ˆ 
1.49. (D). 1.65. (D). 
1.50. (A). - : 1.66. (A). 
1.51. (B). 1.67. (D). 
1.52. (A). 1.68. (C). 
1.53. (B). 1.69. (B). 
1.54. (A). 1.70. (C). 
1.55. (B). 1.71. (D). 
1.56. (C). 1.72. (C). 
1.57. (B). 1.73. (B). 
1.58. (D). 1.74. (D). 
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CHƯƠNG ÌÏ 


BƯỜNG THẮNG VÀ MẶT PHẲNG 
TR0N6 KHÔNG BIAN. QUAN HỆ S0NG S0NG 


§1. ĐẠI CƯƠNG VỀ ĐƯỜNG THẲNG 
VÀ MẶT PHẲNG 


A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


.IL CÁC TÍNH CHẤT THỪA NHẬN 
Tính chất 1. Có một và chỉ một đường thẳng đi qua hai điểm phân biệt. 
Tính chất 2. Có một và chỉ một mặt phẳng đi qua ba điểm không thẳng hàng. 


Tính chất 3. Nếu một đường thẳng có hai điểm phân biệt thuộc một mặt phẳng 
thì mọi điểm của đường thẳng đều thuộc mặt phẳng đó. 


Tính chất 4. Có bốn điểm không cùng thuộc một mặt phẳng. 


Tính chất 5. Nếu hai mặt phẳng phân biệt có một điểm chung thì chúng còn có 
một điểm chung khác nữa. 


Từ đó suy ra : Nếu hai mặt phẳng phân biệt có một điểm chung thì chúng sẽ 
có một đường thẳng chung đi qua điểm chung ấy. 


Tính chất 6. Trên mỗi mặt phẳng, các kết quả đã biết trong hình học phẳng đều đúng. 


II. CÁCH XÁC ĐỊNH MẶT PHẲNG 
Một mặt phẳng hoàn toàn được xác định khi biết : 
1. Nó đi qua ba điểm không thẳng hàng ; ` 
2. Nó đi qua một điểm và chứa một đường thẳng không đi qua điểm đó ; 
3. Nó chứa hai đường thẳng cắt nhau. 
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Kí hiệu 
~ (ABC) biểu thị mặt phẳng xác định bởi ba điểm phân biệt không thắng hàng 
A,B,C(h.2.1). 


~ (M, d) biểu thị mặt phẳng xác định bởi đường thẳng đ và điểm AM không nằm 
trên đ (h.2.2). . 


— (4), đ›) biểu thị mặt phẳng xác định bởi hai đường thẳng cắt nhau z1 ,đ; (h.2.3). 


/a /z /a 
(ABC) (M, 4) | (đi ,d;) 


Hình 2† Hình 2.2 Hình 2.3 


II. HÌNH CHÓP VÀ HÌNH TỨ DIỆN 


I1. Hùnh chóp 

Trong mặt phẳng (#) cho đa giác lồi Ati4s ..A„. Lấy điểm § nằm ngoài (2). 
Lần lượt nối § với các đỉnh A¡,4¿,...,A„ ta được ø tam giác S5AI42, 
SA24¿,... SAz4i. Hình gồm đa giác AI4¿...Á„ và n tam giác S$A¡42, 
SAsAa,.... SA„Ai được gọi là hình chóp, kí hiệu là Š.A)Az.... Az- 

2. Hình tứ diện 


Cho bốn điểm A, 8, C, D không đồng phẳng. Hình gồm bốn tam giác ABC, 
ABD, ACD và BCD được gọi là hình tứ diện, kí hiệu là ABCD. 


B. DẠNG TOÁN CƠ BẢN 
I8 VẤN đề T 
Xác định giao tuyến của hai mặt phẳng 


1. Phương pháp giải 


Muốn tìm giao tuyến của hai mặt phẳng, ta tìm hai điểm chung của chúng. 
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2. Ví dụ 


%f ấu 1. Cho S là một điểm không thuộc mặt phẳng hình bình hành A8CD. Tìm 


giao tuyến của hai mặt phẳng (SAC) và (SB8D). 


Giải 
Gọi Ó là giao điểm của AC và BD 
(h.2.4). Ta có § và Ó là hai điểm 
chung của (SAC) và (SB8D) nên : 
(SAC)  (SBD) = &O. 


Vậy giao tuyến của hai mặt phẳng 
(SAC) và (SBD) là đường thẳng S$O. 


1 đụ 2. Cho § là một điểm không 
thuộc mặt phẳng hình thang 
ABC?D (AB // CD và AB > CD). 
Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng 
(S4Ð) và (S8C). 


Giải 
Gọi 7 là giao điểm AD và BC (h.2.5). 


Ta có § và / là hai điểm chung của 
(§S4D) và (SBC) nên 


(SAD) O (SBC) = S1. 


Vậy giao tuyến của hai mặt phẳng 
(SAĐ) và (SBC) là đường thẳng S7. 


CC 
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Tìm giao điểm của đường thắng đvà mặt phẳng (® 


1. Phương pháp giải 


Hình 2.4 


Trường hợp ï. Trong () có sẵn đường thẳng đ' cắt đ tại 1. 


Ta có ngay đ  (@) =1. 


Trường hợp 2. Trong (ø) không có sẵn đ' cắt đ. Khi đó ta thực hiện như sau : 


— Chọn mặt phẳng phụ (/) chứa đ và (/) cắt (2) theo giao tuyến Z, 


~Gọoll=đ'n đ. 
Ta có đ ¬(øœ)= 
2. Ví dụ 

f áu 1. Cho tứ diện ABCD. Gọi ï, J là các điểm lần lượt nằm trên các cạnh AB, 
AD với AI = zIB và AJ= SP. Tìm giao điểm của đường thẳng 77 với mặt 
phẳng (8CD). 


Gửi 
Al= Tp 
Do R 
AJ=—JD 
2 


nên /7 kéo dài sẽ cắt BD, gọi giao điểm ¬ 
là K (h.2.6). Ta có K = Jj  (BCD). Hình 26 


1⁄7 đụ 2. Cho tứ diện ABCD. Gọi ï, J và 
K lần lượt là các điểm trên các cạnh A5, 
BC và CD sao cho 


AI = AB ; B = 28C ;CK = mm 


Tìm giao, điểm của mặt phẳng (7K) với 
đường thẳng A7. 


gái 
_ Gọi E là giao điểm của JK và BD, F 
là giao điểm của AD và /E (h.2.7). 


TacóF=AD ñn (UJK). 


c VẤN đề Z 


Chứng minh ba điểm thắng hàng 


Hình 2.7 


1. Phương pháp giải 


Nếu phải chứng minh ba điểm nào đó thẳng hàng. ta chứng minh ba điểm ấy 
cùng thuộc hai mặt phẳng phân biệt, 
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2.1. 


2.2. 


2.3. 


2.4. 


60. 


2. Ví dụ 


%⁄ áụ. Cho ba điểm A, B, C không thuộc 
mặt phẳng (Q) và các đường thẳng BC, 
CA, AB cất (Q) lần lượt tại M, N, P. 
Chứng minh rằng M, N, P thẳng hàng. 


Gửi 
Ta có Mí, N, P lần lượt thuộc về hai mặt 
phẳng (@) và (ABC) nên M, N, P thuộc 
giao tuyến đ của (Ở) và (ABC) (h.2.8). 
Vậy M, N, P thẳng hàng. 


Hình 28 


C. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 


Cho tứ diện ABCD và điểm M thuộc miền trong của tam giác AC?D. Gọi ï 
và / tương ứng là hai điểm trên cạnh BC và BD sao cho !7 không song song 
với CD. _ 
a) Hãy xác định giao tuyến của hai mặt phẳng (/JM) và (ACD). 
b) Lấy N là điểm thuộc miền trong của tam giác ABD sao cho /N cắt đoạn 
AB tại L. Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng (MN) và (ABC). 
Cho hình chóp S.ABŒĐ có đáy là tứ giác ABCD có hai cạnh đối diện không 
song song. Lấy điểm M thuộc miền trong của tam giác $SCD. 
- Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng : 
a) (SBM) và (SCD) ; 
b) (ABM) và (SCĐD) ; 
c) (ABM) và (SAC). 
Cho tứ diện ABCD. Trên cạnh AØ lấy điểm ï và lấy các điểm J, K lần lượt là 


điểm thuộc miền trong các tam giác BCD và ACD. Gọi L là giao điểm. của 
JK với mặt phẳng (ABC). 


a) Hãy xác định điểm L. 
b) Tìm giao tuyến của mặt phẳng (17K) với các mặt của tứ diện ABC?D. 
Cho tứ diện A8CD có các điểm M và N lần lượt là trung điểm của AC và BC. 


Lấy điểm K thuộc đoạn 8D (K không là trung điểm của 8Ð). Tìm giao điểm 
của đường thắng A7 và mặt phẳng (MNK). 


2.5. 


2.6. 


2.7. 


2.8. 


2.9. 


Cho hình chóp §.ABCD. Lấy M, N và P lần lượt là các điểm trên các đoạn S4, 
AB và BC sao cho chúng không trùng với trung điểm của các đoạn thẳng ấy. 
Tìm giao điểm (nếu có) của mặt phẳng (MNP) với các cạnh của hình chóp. 


Cho hình chóp S.ABCD. M và N tương ứng là các điểm thuộc các cạnh $C và 
BC. Tìm giao điểm của đường thẳng SÐ với mặt phẳng (AMN). 


Cho. tứ diện ŠSAØC. Trên S4, SB và SC lần lượt lấy các điểm D, E và Ƒ sao 
cho DE cắt AB tại 1, EF cắt BC tại J, FD cắt CA tại K. 
Chứng minh ba điểm 7, 7, K thẳng hàng. 


Cho hai mặt phẳng (2) và () cắt nhau theo giao tuyến đ. Trong (2) lấy hai 

điểm A và 8 sao cho Að cắt đ tại /. Ó là một điểm nằm ngoài (2) và () sao 

cho ÓA và Óð lần lượt cắt () tại A' và B.. 

a) Chứng minh ba điểm !, A”, 8' thẳng hàng. 

b) Trong (2) lấy điểm C sao cho A, 8, C không thẳng hàng. Giả sử ÓC cắt (Ø) 
tại C, BC cắt BC” tại J, CA cắt C“A' tại K. Chứng minh 7, J, K thẳng hàng. 

Cho tứ diện S4BC có D, E lần lượt là trung điểm AC, 8C và G là trọng tâm 

tam giác ABC. Mặt phẳng (2) qua AC cắt $E, ŠB lần lượt tại M, W. Một mặt 

phẳng (Ø) qua BC cắt $D và SA lần lượt tại P và Ó. 

a) Gọi I= AM  DN, J = BP © EQ. Chứng minh bốn điểm Š, !, J, G 
thẳng hàng. l 

b) Giả sử AN ¬ DM = K, BQ ¬ EP = L. Chứng minh ba điểm Š, K, L 
thăng hàng. 


§2. HAI ĐƯỜNG THẮNG CHÉO NHAU 
VÀ HAI ĐƯỜNG THẮNG SONG SONG 


A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


1. VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI CỦA HAI ĐƯỜÑG THẲNG 
TRONG KHÔNG GIAN 


Cho hai đường thẳng ø và b trong không gian. Có hai trường hợp sau đây xảy 
ra đối với a và b : 
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Trường hợp Ï : Có một mặt phẳng chứa z và öð. 

Xảy ra ba khả năng sau : 
1. a và b cắt nhau tại điểm M, ta kí hiệu a  b= M | 
2. a và b song song với nhau, ta kí hiệu z // b hoặc Ð // a; 
3. a và b trùng nhau, ta kí hiệu a = Ö. 


Trường hợp 2 : Không có mặt phẳng nào chứa cả z và b, khi đó ta nói ø và b 
chéo nhau. 


II. CÁC ĐỊNH LÍ VÀ TÍNH CHẤT 


1. Trong không gian, qua một điểm không nằm trên đường thẳng cho trước, có 
một và chỉ một đường thẳng song song với đường thẳng đã cho. 

2. Nếu ba mặt phẳng phân biệt đôi một cắt nhau theo ba giao tuyến phân biệt 
thì ba giao tuyến ấy hoặc đồng quy hoặc đôi một song song với nhau. (Định 
lí về giao tuyến của ba mặt phẳng.) 

3. Nếu hai mặt phẳng phân biệt lần lượt chứa hai đường thẳng song song thì 
giao tuyến của chúng (nếu có) cũng song song với hai đường thẳng đó hoặc 
trùng với một trong hai đường thẳng đó. 

4. Hai đường thẳng phân biệt cùng song song với đường thẳng thứ ba thì song 
song với nhau. : 


B. DẠNG TOÁN CƠ BẢN 


U8 VẤN đề † 
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Tìm giao tuyến của hai mặt phăng (dùng cuan hệ song song) 


1. Phương pháp giải 


Nếu hai mặt phẳng (2) và (Ø) có điểm chung Š và lần lượt chứa hai đường 
thăng song song đ và đ” thì giao tuyến của (#) và (Ø) là đường thẳng A đi 
qua Š và song song hoặc trùng với đ hay đ”. 


2. Ví dụ 


%í đụ Cho hình bình hành ABCD và S§ là điểm không thuộc mặt phẳng của 
hình bình hành. Tìm giao tuyến của (S40) và (S8C). 


Giai € a 
Hai mặt phẳng (SAD) và (SBC), có điểm 
chung Š và chứa hai đường thắng song 
song 4D và 8C nên giao tuyến của 
chúng là đường thẳng đ đi qua Š và song D 
song với AD và BC (h.2.9). 


§ X c 
u8 VẤN đề 2 Hình 2.9 


Chứng minh hai đường thắng SOn& $Ons 


1. Phương pháp giải 


a) Chứng minh chúng cùng thuộc một mặt phẳng và dùng phương pháp chứng 
minh hai đường thẳng song song trong hình học phẳng. 

b) Chứng minh chúng cùng song song với đường thẳng thứ ba. 

c) Dùng tính chất : Hai mặt phẳng phân biệt lần lượt chứa hai đường thẳng 
song song thì giao tuyến của chúng (nếu có) cũng song song với hai đường 
thẳng ấy. 

đ) Dùng định lí về giao tuyến của ba mặt phẳng. 


2. Ví dụ 


1 đụ. Cho tứ diện ABCD. Gọi Mí, N theo thứ tự là trung điểm của AB, BC và Q 
là một điểm nằm trên cạnh A2 và P là giao điểm của CD với mặt phẳng 
(MNO). Chứng minh rằng PQ // MN và PQ // AC. 


Giai 
Ba mặt phẳng (ABC), (ACĐD) và 


(MNOQ) lần lượt cắt nhau theo các 
glao tuyến AC, MN và PQ. 


Vì MN // AC (tính chất đường trung 
bình của tam giác), nên PQ // MN AC 
(theo định lí về giao tuyến của ba 
mặt phẳng) (h.2.10). : 


C 
Hình 2.10 
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TC vay ác 3 
Chứng minh hai đường thắng chéo nhau 


1. Phương pháp giải 
Ta thường dùng phương pháp phản chứng như sau : 


Giả sử hai đường thẳng đã cho cùng nằm trong một mặt phẳng rồi rút ra điều 
mâu thuẫn. 


2. Ví dụ 
%⁄ đụ Cho đị, d› là hai đường thẳng chéo nhau. Trên đ¡, lấy hai điểm phân 
biệt A và 8; trên đ› lấy hai điểm phân biệt C và D. Chứng minh rằng AC và 
BD chéo nhau. 

Gửi 
Giả sử AC và BD không chéo nhau. 
Như vậy có một mặt phẳng (P) chứa 
cả di và đ›. Khi đó ta có đị và đ;¿ 
cùng nằm trên (P). Điều này mâu 
thuẫn với giả thiết đ¡ và đ; chéo 
nhau. Vậy AC và BD chéo nhau 
(h.2.11). Hình 2.11 


C. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 


2.10. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành ABCD. Tìm giao tuyến của 
các cặp mặt phẳng sau đây : 


a) (SAC) và (58D); b) (SAĐ) và (SCĐ); c) (S4) và (SBC). 


2.11. Cho tứ điện ABCD. Trên các cạnh AB và AC lần lượt lấy các điểm ẤM và N 


AM _AN 
sao cho Ta _a Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng (DBC) và (DMA). 


2.12. Cho tứ diện ABCD. Cho ï và J tương ứng là trung điểm của 8C và AC, M là 
một điểm tuỳ ý trên cạnh AD. 


a) Tìm giao tuyến đ của hai mặt phẳng (M1) và (ABĐ). 


b) Gọi w là giao điểm của 8D với giao tuyến đ, K là giao điểm của / và JM. 
Tìm tập hợp điểm K khi M di động trên đoạn 4D (Mí không là trung điểm 
của AD). 


c) Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng (A8K) và (M1). 


2.13. Cho tứ diện ABCD. Gọi M, N, P, Ó, R và Š lần lượt là trung điểm của AB, CD, 
BC, AD, AC và BD. Chứng minh rằng tứ giác 4PNQ là hình bình hành. Từ 
đó suy ra ba đoạn thẳng Pin PQ và RS cất nhau tại trung điểm mỗi đoạn. 


2.14. Cho tứ diện ABCD có 7 và 7 lần lượt là trồng tâm các tam giác ABC và ABD. 
Chứng minh rằng M/UCD. 


2.15. Cho hình chóp S.ABC?D có đáy là hình thang ABŒ?D với đáy là AD và BC. 
Biết AD = a, BC = b. Gọi ? và 7 lần lượt là trọng tâm của các tam giác SAD 
và SBC. Mặt phẳng (ADU) cắt $8, SC lần lượt tại M, N. Mặt phẳng (8C)) cắt 
SA, $SD lần lượt tại P, Ó. , 


a) Chứng minh ÄƒM song song với PQ. 


b) Giả sử AM cắt BP tại E ; CQ cắt DN tại F. Chứng minh rằng £F song 
song với M4 và PQ. Tính EƑ theo a và b. 


§3. ĐƯỜNG THẲNG 
VÀ MẶT PHĂNG SOMG SONG 


A. CÁC KIÊN THỨC CẦN NHỚ 


L VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI CỦA ĐƯỜNG THẮNG VÀ MẶT PHẲNG 
Giữa đường thẳng đ và mặt phẳng (2 ta có ba vị trí tương đối như sau :. 
1. d và (ø) cắt nhau tại M, kí hiệu đ¬(#) ={M}: 


2. đsong song với (2), kí hiệu đ // (2) hay (2) 4; 
3. đnằm trong (2), kí hiệu đ c(2). 


5.BT.HINHHOC11(C}-A : _ 


II. ĐỊNH LÍ VÀ TÍNH CHẤT 


1 


Nếu đường thẳng đ không nằm trong mặt phẳng (2) và đ song song với 
đường thẳng Z' nằm trong (2) thì đ song song với (2). 

đdợ (ø) 

dua => 4//(Ø). 

đ'c(a 


. Cho đường thẳng đ song song với mặt phẳng (2). Nếu mặt phẳng (Ø) chứa đ 


và cắt (2) theo giao tuyến Z thì đ song song với đ. 
đ//(đ) 
(054 = d/1đ. 
U/)n(a)=đ 


. Nếu hai mặt phẳng phân biệt cùng song song với một dường thẳng thì giao 


tuyến của chúng (nếu có) cũng song song với đường thẳng đó. 
(z)/d 
(8)/d =d/Id. 
(z)¬()= 


. Cho hai đường thẳng chéo nhau. Có duy nhất một mặt phẳng chứa đường 


thẳng này và song song với đường thẳng kia. 


B. DẠNG TOÁN CƠ BẢN 


UE VẤN đề Ï 


Chúng minh đường thắng SOns sons với mặt phẳng 


1. Phương pháp giải 


a) Ta chứng minh đường thẳng và mặt phẳng không có điểm chung. 


b) Ta chứng minh đường thẳng đó không nằm trong mặt phẳng và song SOng 
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với một đường thẳng nằm trong mặt phẳng. 


5.BT.HINHHOC11(C+_p 


2. Ví dụ 


%f đụ. Cho tứ diện ABCD. G là trọng tâm tam giác ABD. Trên đoạn BC lấy 
điểm Ä sao cho MB = 2MC. Chứng minh rằng MƠ // (ACĐ). 


2, A 
Gui 
Gọi 7 là trung điểm A7 (h.2.12). 


J 
Trong tam giác CB ta có : 
BM_ BG 2 
——=——=~ nênM⁄Œ /J CI. 
_BC. BỊ 3 | C ` 
ˆ M 
. B.- 


Mà C7 nằm trong mặt phẳng (ACĐ) 
suy ra MỚ // (ACD). 


TC vá á:2 


Dựng thiết diện song song với một đường thắng 


Hình 2.12 


1. Phương pháp giải 
Ta có thể dùng định lí sau : 


Cho đường thẳng đ song song với mặt phẳng (2). Nếu mặt phẳng (/) chứa đ 
và cắt (2) theo giao tuyến đ' thì đ song song với đ. 


2. Ví dụ 


1⁄7 đu. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là 
hình bình hành ABCD, Ó là giao điểm 
của AC và BD, M là trung điểm của SA. 
Tìm thiết diện của mặt phẳng (#) với 
hình chóp S.ABCD nếu (2) qua M⁄ và 
đồng thời song song với §C và AD. 
Gửi 
Vì (#):- song song với AD nên (ở) cắt 


hai mặt phẳng (SAĐ) và (ABCĐ) theo hai Hình 2.13 
giao tuyến song song với AD (h.2.13). 


Tương tự (Z) song song với $C nên (Z) cắt hai mặt phẳng (SAC) và ($CĐ) 
theo các giao tuyến song song với $C. 


G7 


Gọi Ó = AC _BD, ta có SC // MO (đường trung bình trong tam giác SAC): 
Qua Ó kẻ đường thẳng song song với AD, cắt AB và CD lần lượt tại @ và P. 
Qua M, kẻ đường thẳng song song với AD cắt $Ð tại N. 


Theo nhận xét trên, ta có MN // PO và NP // SC. 
Vậy thiết diện là hình thang NPQ. 


C. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 


2.16. Cho tứ diện ABC?D. Gọi Ớ và Ớ; lần lượt là trọng tâm của các tam giác ACD và 


BCD. Chứng minh rằng Œ¡G; song song với các mặt phẳng (ABC) và (ABD). 


2.17. Cho hai hình bình hành ABCD và ABEF nằm trong hai mặt phẳng phân biệt. 


Gọi Ó là giao điểm của AC và BD, Ó' là giao điểm của AE và BE. 

a) Chứng minh rằng ÓÓ” song song với hai mặt phẳng (ADF) và (BCE). 

b) Gọi ÄM⁄ và N lần lượt là trọng tâm của các tam giác ABD-và ABE. Chứng 
minh rằng MN // (CEF). 


2.18. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành ABCD. Gọi G là trọng tâm 


của tam giác $4 và ï là trung điểm của AB. Lấy điểm M trong đoạn A7 sao. 
cho AD = 3AM. 


a) Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng (SA) và (SBC). 


b) Đường thẳng qua M⁄ và song song với AB cắt C/ tại N. Chứng minh rằng 
NG f1 (SCĐ). 


c) Chứng minh rằng MG // (SCĐ). 


2.19. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình thang ABCD, đáy lớn là AÐ và AD = 2BC. 


2.20. 
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Gọi Ó là giao điểm của AC và BD, G là trọng tâm của tam giác SCD. 
a) Chứng minh rằng ØG // (SBC). 
b) Cho ẤM là trung điểm của $2. Chứng minh rằng CM // (SAB). 


c) Giả sử điểm 7 nằm trong đoạn S$C sao cho $C= = S9I Chứng minh rằng 
SA /j (BID).. 


Cho tứ diện ABCD. Qua điểm M nằm trên AC ta dựng một mặt phẳng (2) 
song song với AB và CD. Mặt phẳng này lần lượt cắt các cạnh BC, BD và AD 
tại M, P và Ó. 


a) Tứ giác 4NPO là hình gì ? 


b) Gọi Ó là giao điểm hai đường chéo của tứ giác 4NPƠ. Tìm tập hợp các 
điểm Ó khi M di động trên đoạn AC. 


2.21. Cho hình chóp S.A8CD có đáy là hình bình hành A8CD. ẤM là một điểm di 
động trên đoạn A8. Một mặt phẳng (2) đi qua AM và song song với SA và 8C ; 
(2) cắt $B, SC và CD lân lượt tại N, P và Ó. 
a) Tứ giác M4NPO là hình gì ? 
b) Gọi 7 là giao điểm của MN và PQ. Chứng minh rằng 7 nằm trên một 
đường thẳng cố định. 


§4. HAI MẶT PHẲNG SONG SONG 


A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


I. ĐỊNH NGHĨA 
Hai mặt phẳng (2) và () được gọi là song song với nhau nếu chúng không có 
điểm chung, kí hiệu (#)//(Ø) hay (Ø)//(). 
| (2)//(8) œ (œ)¬() =Ø. 


II. ĐỊNH LÍ VÀ TÍNH CHẤT 


1. Nếu mặt phẳng (2) chứa hai đường thẳng cắt nhau z, b và hai đường thẳng 
này cùng song song với mặt phẳng (Ø) thì mặt phẳng (2) song song với mặt 


phẳng (/).- 
aC(ơ),bC (ở) 


4a cắtb =(#)//(8) 
a//(Ø), b/!(86) 


2. Qua một điểm nằm ngoài một mặt phẳng cho trước có một và chỉ một mặt 
phẳng song song với mặt phẳng đã cho. 


Hệ quả Ì 
Nếu đường thẳng đ song song với mặt phẳng (2) thì qua đ có duy nhất một 


mặt phẳng song song với (2). 
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II. 
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Hệ quả 2 


Hai mặt phẳng phân biệt cùng song song với mặt phẳng thứ ba thì song 
song với nhau. 


Hệ quả 3 
Cho điểm A không nằm trên mặt phẳng (2). Mọi đường thẳng đi qua A và 
song song với (2) đều nằm trong mặt phẳng đi qua A và song song với (2). 


3. Cho hai mặt phẳng song song với nhau. Nếu một mặt phẳng cắt mặt phẳng 
này thì cũng cắt mặt phẳng kia và hai giao tuyến Song song với nhau. 


Hệ quả 


Hai mặt phẳng song song chắn trên hai cát tuyến song song những đoạn 
thẳng bằng nhau. 


4. Định lí Ta-lét (Thalès) 


Ba mặt phẳng đôi một song song chắn trên hai cát tuyến bất kì xì những đoạn 
thẳng tương ứng tỉ lệ. 


HÌNH LĂNG TRỤ VÀ HÌNH CHÓP CỤT 


e Hình lăng trụ 
Cho hai mặt phẳng song song (2) và (z). Trên (2z) cho đa giác lồi 
AI4a...A„. Qua các đỉnh AI,4a,..... A„ ta vẽ các đường thẳng Song song với 
nhau và cắt (#') lần lượt tại A{, A2, ...., Az. 

Hình gồm hai đa giác 
AtlAa..A„,, A{A2..A, và các 
hình bình hành AIAjA24a, 
A2A2A34x,.... AzAzA[Ai được 
gọi là hình lăng rrụ và kí hiệu là 
At4a...A,.A[A2...A, (h.2.14). 
Lăng trụ có đáy là hình bình 
hành được gọi là hình hộp. œ. 


Hình 2.14 


® Hình chóp cụt 


Cho hình chóp S.AIA;... A„. Một mặt 
phẳng không qua. đỉnh,: song song với 
mặt phẳng đáy của hạnh chóp cắt các 
cạnh §Áj, S%A,,..... 4, lần lượt tại 
Aƒ, A2,.... A“. Hình tạo bởi thiết điện 
A{A).. A“ và đấy AjA,.. A, của 
hình chóp cùng với các tứ giác 
A14¿A› Ai, A2A‡444s, ễa AAIAIA, 
gỌI là hình chóp cụt, kí hiệu là 
A42... A“.AiA,...A, (h.2.15). Hình 2.15 


_ B. DẠNG TOÁN CƠ BẢN 
U8 VẤN đề Ï 
Chứng minh hai mặt phẳng &ong ong với nhau 


1. Phương pháp giải 
a) Ta có thể chứng minh chúng cùng song song với mặt phẳng thứ ba. 


b) Ta chứng minh mặt phẳng này chứa hai đường thẳng cắt nhau cùng song 
song với mặt phẳng kia. 


2. Ví dụ 


%7 áu. Cho hình bình hành ABCD. Từ các đỉnh A, B, € và Ð lần lượt kẻ các nửa 
đường thẳng Ax, By, Cz và Di song sorig với nhau và không nằm trong mặt phẳng 
(ABCD). Chứng minh mặt phẳng (Áx, By) song song với mặt phẳng (Cz, D/). 


Gửi 
Ta có Cz // By nên Cz // (Ax, By) 
(h 2.16). Do tứ giác ABCD là hình bình 
hành nên ŒÐ // AB do đó CD // (Ax, By). 


Mặt phẳng (Cz, D/) chứa hai đường 
thẳng cắt nhau Cz, CD cùng song song 
với (Ax, By) nên (Cz, Đ0) // (Ax, By).' 


Hình 2.16 


7l 


) 
U# VẤN để 2 
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Xác định thiết diện tạo bởi mặt phẳng (2) với một hình chóp khi cho biết 
(2) song song với một mặt phẳng xác định nào đó 


1. Phương pháp giải 

a) Áp dụng. Khi (2) song song với một mặt phẳng (/ nào đó thì (2) sẽ song 
song với tất cả đường thẳng nằm trong (/). 

b) Để xác định giao tuyến của (2) với các mặt của hình chóp, ta làm như sau : 

— Tìm đường thẳng ở nằm trong (/). 

— Vì (2) // d nên (2) cắt những mặt phẳng chứa đ theo các giao tuyến song 

song với đ. 

2. Ví dụ 


%⁄ đụ. Cho hình chóp §S.ABCD với đáy là hình thang ABCĐÐ có AD // BC, 
AD = 2C. Gọi E là trung điểm AD và Ó là giao điểm của AC và BE. ! là một - 
điểm di động trên cạnh AC khác với A và C. Qua ï, ta vẽ mặt phẳng (#) song 
song với (SBE). Tìm thiết diện tạo bởi (2) và hình chóp S.ABCD. 


Giả 


Hình 217 


Ta thấy rằng tứ giác BEDC là hình bình hành vì : 


] 
ED 1! BC, ED = BC Í- ) , đh.2.17). 


Trường hợp 1. Ï thuộc đoạn AO và ï khác Ở. Gọi vị trí này là 1, (2) /JJ (SBE) 
nên (2) // BE và (#) / SO. 


® (2#) // BE nên (đ) cắt (ABE) theo giao tuyến MỊM¡ đi qua 1¡ và 
MỊN /LBE (MỊịc AB, NỊ e AE). 

e (2) //SO nên (#) cắt (SAC) theo giao tuyến Š¡J¡ đi qua Ï¡ và song song 
với SÓ (5 € §A ). 

Ta có thiết diện là tam giác S,MỊMh. 

Trường hợp 2. I thuộc đoạn ÓC và ï khác Ó. Gọi vị trí này là 7›, (2) // (SBE) 
nên (2) // BE và (#) /SO. 

e (2) // BE nên (2) cắt (BEDC) theo giao tuyến MN; đi qua !¿ và 
MạN; 00 BE (Mạ e BC, Nạ e ED). 

® (2) /SO nên (2) cắt (SÓC) theo glao tuyến Gl› đi qua 7; và song song : 
với SỐ (Q € SC). 

Do (ø) / CD (vì CD // BE) nên (œ) sẽ cắt hai mặt phẳng (BEDC) và (S2C) 
theo hai giao tuyến M-N;, PQ cùng song song với CD (P e SD). 
. Ta có thiết diện là hình thang M;W;PQ. 

Trường hợp 3. Ï = QÓ 

Dễ thấy thiết diện là tam giác SBE. Khi đó, (SBE) = (2) (loại). 


C. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 
2.22. Cho tứ diện ABCD. Gọi Ới, G¿, Ga lần lượt là trọng tâm của các tam giác 
ABC, ACD, ABD. Chứng minh rằng (Œ¡GaGa) // (BC). 
2.23. Từ bốn đỉnh của hình bình hành ABŒCD vẽ bốn nửa đường thẳng song song 


cùng chiều Ax, By, Cz và ?¿ sao cho chúng cắt mặt phẳng (ABCD). Một mặt 
phẳng (2) cắt bốn nửa đường thẳng theo thứ tự nói trên tại A', B', C và D“ 


73 


2.24. 


2.25. 


2.26. 


2.27. 


2.28. 


a) Chứng minh rằng (Ax, By) // (Cz, Ðt) và (Ax, Di) /! (By, Cz).. 

b) Tứ giác A'8'€“D' là hình gì ? 

c) Chứng minh ÁAˆ+ CC” = BBˆ+ DD.. 

Cho hai hình vuông ABŒCD và ABEF ở trong hai mặt phẳng phân biệt. Trên 
các đường chéo AC và BF lần lượt lấy các điểm M và N sao cho AM = BN. 
Các đường thẳng song song với AÖ vẽ từ M và N lần lượt cắt AD và AF tại 
Mí' và N”. Chứng minh 

a) (ADF) // (BCE). 

b)M N//DF. _ 

c) (DEF) /U(MM/“N'N) và MN //(DEF). 

Cho hình lăng trụ tam giác ABC.A “8C” có các cạnh bên là AA“ BB, CC”. Gọi 
† và Ứ tương ứng là trung điểm của hai cạnh BC và BC. 

a) Chứng minh rằng Ai // A7. 

b) Tìm giao điểm của /A” với mặt phẳng (ABC). 

c) Tìm giao tuyến của (AB 'C? và (A“8C). 


Cho hình lăng trụ tam giác ABC.A'B'C”. Gọi HH là trung điểm của A'B“. 

a) Chứng minh rằng Cð' // (AHC). 

b) Tìm giao tuyến đ của (ABC? và (ABC). 

Cho hai hình bình hành ABCD và ABEF không cùng nằm trong một mặt 

phẳng. Gọi M và N là hai điểm di động tương ứng trên AD và BE sao cho 
AM _BN. 


MD_ NE 


Chứng minh rằng đường thẳng MN luôn luôn song song với một mặt phẳng 
cố định. Hãy chỉ ra mặt phẳng cố định đó. 


Cho hình chóp S.ABŒD có đáy là hình bình hành ABC?D, Ó là giao điểm hai 
đường chéo, AC = a, BD = b, tam giác $SBD đều. Gọi / là điểm di động trên 
đoạn AC với AÏ = x (0 < x< 3). Lấy (đ) là mặt phẳng đi qua 7 và song song. 
với mặt phẳng (SBD). 

a) Xác định thiết diện của mặt phẳng (2) với hình chóp S.ABCD. 

b) Tìm diện tích S của thiết điện ở câu a) theo z, ð, x. Tìm x để S lớn nhất. 


2.29. Cho ba mặt phẳng (œ), (). (?) song song với nhau. Hai đường thẳng z và a' cắt 
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ba mặt phẳng ấy theo thứ tự nói trên tại A, B, C và A, B, C” Cho AB = 5, 
BC =4,A'C = 18. Tính độ dài A'B', BC. 


2.30. Cho tứ diện ABCD. Gọi 7 và 7 lần lượt là hai điểm di động trên các cạnh A2 


2.31. 


và BC sao cho = = ra Chứng minh rằng // luôn luôn song song với một 
mặt phẳng cố định. 


Cho hai tia Ax, 8y chéo nhau. Lấy M, N lần lượt là các điểm di động trên A+, 
By. Gọi (2) là mặt phẳng chứa By và song song với Ax. Đường thẳng qua M 
và song song với AB cắt (Ø) tại M“. 

a) Tìm tập hợp điểm M. 

b) Gọi 7 là trung điểm của MN. Tìm tập hợp các điểm / khi AM = BN. 


§5. PHÉP CHIẾU SONG SONG. 
HÌNH BIẾU DIÊN CỦA MỘT HÌNH KHÔNG GIAN 


A. CÁC KIÊN THỨC CẦN NHỚ 


I. PHÉP CHIẾU SONG SONG 


Cho mặt phẳng (2) và đường thẳng A cắt (2). Với mỗi điểm Ä⁄ trong không 
gian, đường thẳng đi qua Ä⁄ và song song hoặc trùng với A cắt (2) tại điểm M7 
xác định. 

Điểm Mˆ được gọi là hình chiếu song song của điểm M trên mặt phẳng (2) 
theo phưởng A. 

Mặt phẳng (2) được gọi là mặt phẳng chiếu, phương của đường thẳng A được 
gọi là phương chiếu. 

Phép đặt tương ứng mỗi điểm ÄM⁄ trong không gian với hình chiếu Ä⁄” của nó 
trên mặt phẳng (2) được gọi là phép chiếu song song lên (2) theo phương A. 


II. CÁC TÍNH CHẤT CỦA PHÉP CHIẾU SONG SONG. 


1. Phép chiếu song song biến ba điểm thẳng hàng thành ba điểm thẳng hàng 
và không làm thay đổi thứ tự ba điểm đó. 


2. Phép chiếu song song biến đường thẳng thành đường thẳng, biến tia thành 
tia, biến đoạn thắng thành đoạn thẳng. 
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II. 


3. Phép chiếu song song biến hai đường thẳng song song thành hai đường 
thằng song song hoặc trùng nhau. 

4. Phép chiếu song song không làm thay đổi tỉ số độ dài của hai đoạn thẳng 
nằm trên hai đường thẳng song song hoặc cùng nằm trên một đường thăng. 


HÌNH BIẾU DIỄN CỦA MỘT SỐ HÌNH KHÔNG GIAN 

TRÊN MẶT PHÀNG 

1. Một tam giác bất kì bao giờ cũng có thể coi là hình biểu diễn của một tam giác 
tuỳ ý cho trước (có thể là tam giác đều, tam giác cân, tam giác vuông ...). 

2. Một hình bình hành bất kì bao giờ cũng có thể coi là hình biểu diễn của một 


hình bình hành tuỳ ý cho trước KỆ thể là hình bình hành, hình vuông, hình 
chữ nhật, hình thoi... ). 


3. Một hình thang bất kì bao Bờ cũng có thể coi là hình biểu diễn của một 
hình thang tuỳ ý cho trước, miễn là tỉ số độ dài hai đáy của hình biểu diễn 
phải bằng tỉ số độ dài hai đáy của hình đã cho. 


4. Người ta thường dùng hình elip để biểu diễn hình tròn. 


B. DẠNG TOÁN CƠ BẢN 


VẤN để 


Vẽ hình biểu diễn của một hình .ZZ cho trước 


1. Phương pháp giải về 
a) Xác định các yếu tố song song của hình .⁄⁄2 
b) Xác định tỉ số điểm M chia đoạn AB. 


.c) Hình .⁄Z là hình biểu diễn của hình ‹⁄ phải có tính chất 
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~ Bảo đảm tính song song trên hình .Z; 


— Bảo đảm tỉ số của điểm M chia đoạn AB. 


2. Ví dụ 


#Ÿ đụ 1. Chứng minh rằng trọng tâm Ở của tam giác ABC có hình chiếu SOng 
song là trọng tâm Ớ“ của tam ĐH ABC, trong đó A'8C” là hình chiếu song 
song của tam giác ABC. 


SọI 7 là trung điểm của cạnh AB. 


Hlúä chiếu 77 của 7 là trung 
điểm của A7“ (h.2.18). 


Ớ€ ClnênG'e C7; 
GC _„ nên CC -2 
GI GŒHữ 


. Vậy Ớ“” là trọng tâm tam giác ABC. 


Giải 


Hình 2.18 


%⁄ đụ 2. Hình thang có thể là hình biểu diễn của hình bình hành không ? 


giải 


Hình thang không thể là hình biểu diễn của hình bình hành vì hai cạnh bên 
của hình thang không song song trong khi đó cặp cạnh đối của hình bình hành 


thì song song. 


C. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 


2.32. Hình chiếu song song của hai đường thẳng chéo nhau có thể song song với 
nhau hay không ? Hình chiếu song song của hai đường thẳng cất nhau có 


song song với nhau hay không ? 


2.33. Trong mặt phẳng (2) cho một tam giác ABC bất kì. Chứng minh rằng có thể 


xem tam giác AĐC là hình chiếu song song của một tam giác đều nào đó. 


2.34. Vẽ hình biểu diễn của một hình lục giác đều. 


góc của đường tròn đó. 


2.35. Hãy vẽ hình biểu diễn của một đường tr tròn cùng với hai đường kính vuông 


2.36. Hãy chọn phép chiếu song song với phương chiếu và mặt phẳng chiếu 
thích hợp để hình chiếu song song của một tứ diện cho trước là một hình 


bình hành. 
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CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG II 


2.37. Trong mặt phẳng (2) cho tam giác ABC: Từ ba đỉnh của tam giác này ta kẻ 


các nửa đường thẳng song song cùng chiều Ax, By, Cz không nằm trong (Ø). 
Trên Ax lấy đoạn AA“ = a, trên By lấy đoạn BB' = b, trên Cz lấy đoạn CC” = c. 
a) Gọi ï, J và K lần lượt là các giao điểm BC”, CA' và A'B' với (Ø). 

Chứng minh rằng ng .ˆ 

b) Gọi G và G' lần lượt là trọng tâm của các tam giác ABC và ABC. 

Chứng minh : GŒGˆ// AA.. 

€) Tính GỚ' theo a, b, c. 


2.38. Cho tứ diện ABCD và điểm Ä⁄ nằm trong tam giác BCD. 


a) Dựng đường thẳng qua M song song với hai mặt phẳng (ABC) và (ABD). 
Giả sử đường thẳng này cắt mặt phẳng (ACĐ) tại Ö”. 
Chứng minh rằng AB, BM và CD đồng quy tại một điểm. 
bì Chồie gi MB' _ đi(AMCD) - 
BA đi(ABCD) 

c) Đường thẳng song song với hai mặt phẳng (AC?ð) và à (ACD) kẻ từ Ä⁄ cắt 
(ABD) tại C' và đường thẳng song song với hai mặt phẳng (ADC) và (ADB) 
kẻ từ Ä⁄ cắt (ABC) tại D“. Chứng minh rằng 

ME. „ MC. , MD 

mã.” XU” ĐA 


=1. 


_ 2.39. Từ các đỉnh của tam giác ABC ta kẻ các đoạn thẳng AA”, BB”, CC” song song, . 


2.40. 
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cùng chiều, bằng nhau và không nằm trong mặt phẳng của tam giác. Gọi !, Ơ 
và K lần lượt là trọng tâm của các tam giác ABC, ACC” và A'BC.. 


a) Chứng minh (GK) //(BBC(C). 

b) Chứng minh rằng (A'GK) // (AIB). 

Cho hình hộp ABCD.AB'C'D'. Gọi M và N lần lượt là trung điểm của hai 
cạnh bên AA' và CC'. Một điểm P nằm trên cạnh bên 2D. - 

a) Xác định giao điểm Q của đường thẳng 8B' với mặt phẳng (MNP'). 


2.41. 


b) Mặt phẳng (MNP) cắt hình hộp theo một thiết diện. Thiết điện đó có tính 
chất gì ? 


c) Tìm giao tuyến của mặt phẳng (NP) với mặt phẳng (ABC?) của hình hộp. 


Cho hình hộp ABCD.AB'CTD:. Hai điểm Mí và N lần lượt nằm trên hai cạnh 


AD và CC! 'sao cho ^2? _ (CN, 
MD NC 


a) Chứng minh rằng đường thẳng 8N song song với mặt phẳng (ACB'. 


b) Xác định thiết diện của hình hộp cắt bởi mặt phẳng đi qua 4N và song 
song với mặt phẳng (ACB'. 


2.42. Cho hình lăng trụ tứ giác ABC). ABCD'. 


2.43. 


2.44. 


a) Chứng minh rằng hai đường chéo AC” và A'C cắt nhau và hai dường ‹ chéo 
BD' và B?D cắt nhau. 


b) Cho E và Ƒ lần lượt là trung điểm của hai đường chéo AC và BD. 
Chứng minh MN = EF. 


Cho hai mặt phẳng (2) và (Ø) cắt nhau theo giao tuyến z. Trên đường thẳng 
đ cắt (2) ở A và cắt (Ø) ở B ta lấy hai điểm cố định $1, S„ không thuộc (2), 
(. Gọi M là một điểm di động trên (). Giả sử các đường thẳng Mi, MS; 
cắt (2) lần lượt tại M và Mạ. 

a) Chứng minh rằng #⁄ Mạ luôn luôn đi qua một điểm cố định. 

b) Giả sử đường thẳng #⁄¡M; cắt giao tuyến m tại K. Chứng minh rằng ba 
điểm K, B, M thẳng hàng. | 

c) Gọi b là một đường thẳng thuộc mặt phẳng (Ø) nhưng không đi qua điểm 
B và cắt m tại !. Chứng minh rằng khi Ä⁄ di động trên b thì các điểm Ä⁄¡ và 
M; di động trên hai đường thẳng cố định thuộc mặt phẳng (22. 

Cho hình lập phương ABCD.A'B'CD' và các trung điểm E, Ƒ của các cạnh 


AB, DD'. Hãy xác định các thiết diện của hình lập phượng cắt bởi các mặt 
phẳng (EFB), (EFC), (EFC) và (EFK) với K là trung điểm của cạnh B'C'. 
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2.45. 


2.46. 


2.47. 


2.48. 


2.49. 


2.50. 


2.51. 
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_(A)Ae (ABC); 


CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 


Các yếu tố nào sau đây xác định một mặt phẳng duy nhất ? 
(A) Ba điểm ; : (B) Một điểm và một đường thẳng ; 
(C) Hai đường thẳng cắt nhau ; (D) Bốn điểm. 


Cho hai đường thẳng z và b. Điều kiện nào sau đây đủ để kết luận z và 
chéo nhau ? 

(A) a và b không có điểm chung ; 

(B) z và ö là hai cạnh của một hình tứ diện ; 

(C) a và b nằm trên hai mặt phẳng phân biệt ; 

(D) z và b không cùng nằm trên bất kì mặt phẳng nào. 

Cho tam giác ABC, lấy điểm ï trên cạnh B C 


AC kéo dài (h.2.19). Các mệnh đề nào 
sau đây là mệnh đề sai 2 


(B)!e (ABC); 
(C) (ABC) = (BIC); 
(D) BI ợ (ABC). 


Hình 2.19 


Cho tam giác ABC. Có thể xác định được bao nhiêu mặt phẳng chứa tất cả 
các đỉnh tam giác ABC ? 


(A)4; (B)3; (G2; (D) 1. 

Trong không gian cho bốn điểm không đồng phẳng, có thể xác định nhiều 
nhất bao nhiêu mặt phẳng phân biệt từ các điểm đó ? 

(A)6; (B)4; (CO3; (D)2. 

Cho hình chóp S.ABŒD với đáy là tứ giác ABCD có các cạnh đối không song 


song. Giả sử AC  BD = Ó và AD BC = I. Giao tuyến của hai mặt phẳng 
(SA€) và (SBD) là : 


(A)§%C; (B) SB;. (O SO; (D) S1. 


Cho hình chóp S.ABCD với đáy là tứ giác ABCD. Thiết diện của mặt phẳng 
(2) tuỳ ý với hình chóp không thể là 
(A) Lục giác ; (B) Ngũ giác ; 


(C) Tứ giác ; (D) Tam giác. 


2.52. 


2.53. 


Cho hình lập phương A8CD.ABŒC?D Có bao nhiêu cạnh của hình lập 
phương chéo nhau với đường chéo AC” của hình lập phương ? 


(A)2; (B)3; (4; (D)6. 

Cho hai đường thẳng phân biệt ø và b trong không gian. Có bao nhiêu vị trí 
tương đối giữa a và b ? 

(A)1; _(@2; (3; (D)4. 


2.54. Cho hai đường thẳng phân biệt cùng nằm trong một mặt phẳng. Có bao nhiêu 


vị trí tương đối giữa hai đường thẳng đó ? 
(A)1; (B)2; (O3; (D) 4. 


2.55. Cho tứ diện ABCD. Gọi M, N, P, O, R, S lần lượt là trung điểm các cạnh AC, 


BD, AB, CD, AD, BC. Bốn điểm nào sau đây không đồng phẳng ? 
(A)P,Ø.R,S; (Œ)M,P,R,S; 
(C)M,R,sS,N; : (D)M..N,P,O. 


2.56. Trong các mệnh đề sau đây, mệnh đề nào đúng ? 


2.57. 


2.58. 


(A) Hai đường thẳng lần lượt nằm trên hai mặt phẳng phân biệt thì chéo nhau ; 
(B) Hai đường thẳng không có điểm chung thì chéo nhau ; 

(C Hai đường thẳng chéo nhau thì không có điểm chung ; 

(D) Hai đường thẳng phân biệt không song song thì chéo nhau. 


Cho hai đường thẳng z và b chéo nhau. Có bao nhiêu mặt phẳng chứa ø và 


song song với b 2 

(A) Vô số; -@®)2; (C)1; (Ð) Không có mặt phẳng nào. 
Cho tứ diện ABCD. Điểm M thuộc đoạn AC. Mặt phẳng (2) qua M song 
song với AB và AD. Thiết diện của (2) với tứ diện ABCD là : 

(A) Hình tam giác ; _ (B) Hình bình hành ; 

(C) Hình chữ nhật ; (D) Hình vuông. 


2.59. Cho các giả thiết sau đây. Giả thiết nào kết luận đường thẳng a song song với 


mặt phẳng (đ) ? 
(A)a//bvàb/J (Œ); (B)z ¬(#)=Ø; 
(Œ@a//bvàb C (ø); (D)a// (6) và (6) // (). 


2.60. Trong các mệnh đề sau đây, tìm mệnh đề đúng. 


(A) Nếu (#) // (6) vàa C (2), bC (Ø) tha//b; 
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(B) Nếu a // () và b// (Ø) thìa//b; 
(C© Nếu (#) //(Ø) vàa C (ø) thìa/!(Ø); 
(D) Nếu a//b và ø C (#),b C (Ø) thì (ø) / (Ø). 


2.61. Trong không gian, cho hai mặt phẳng phân biệt (#) và (. Có bao nhiêu vị 
trí tương đối giữa (2) và () ? ¬ 
(A)1; (Œ)2; (CO) 3; (D)4. 


2.62. Cho hình chóp 5.ABC?D có đáy là hình bình hành ABCD. Giao tuyến của hai 
mặt phẳng (S47) và (SBC) là đường thẳng song song với đường thẳng nào 
sau đây ? 

(A)AC; (B) 5D; (C)AUÙ; (D) $CŒ. 


2.63. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành ABC?D. Giả sử M thuộc 
đoạn thẳng $8. Mặt phẳng (ADM) cắt hình chóp S.ABCD theo thiết diện 


là hình 
(A) Tam giác ; (B) Hình thang ; 
(CO Hình bình hành ; (D) Hình chữ nhật. 


2.64. Cho tứ diện ABCD. Giả sử ấ⁄ thuộc đoạn 8C. Một mặt phẳng (2) qua M 
song song với AB và CD. Thiết diện của (2) và hình tứ điện ABC? là 
(A) Hình thang ; (B) Hình bình hành ; 
(C) Hình tam giác ; (D) Hình ngũ giác. 


HƯỚNG DẪN GIẢI VÀ ĐÁP SỐ 


§1. ĐẠI CƯƠNG VỀ ĐƯỜNG THẲNG VÀ MẶT PHẲNG 


2.1. a) Nhận xét : 


Do giả thiết cho 77 không song song với CD và chúng cùng nằm trong mặt 
phẳng (BCD) nên khi kéo dài chúng gặp nhau tại một điểm (h.2.20). 


Gọi K =J ¬ CD. | 
Ta có :_M là điểm chung thứ nhất của (ACD) và (JM) ; 


. D 
Ri về tà = K€ (ACD). 


=Kc(MI 
Jc(MH) CDC(ACĐ) 


S2 6.BT.HINHHOC11(C)-p 


Vậy (M1) ¬ (ACD) = MK. 
b) Với L=JN AB, ta có : 
ly ỰN 


=Le(MNJ 
ỰN C(MNUJ) =0MAN) 


LeAbB - 
=>Le€(ABC). 
ABC (ABC) | 


Như vậy L là điểm chung thứ nhất 
của hai mặt phẳng (MNJ) và (ABC). 


Gọi P=JL ¬ AD,Q=PM AC. 
' c PM . 
Tạ có: F Hình 2.20 


M 
PMC(MNP) 7 de (MA) 


- l® AC 
và =—=>@O€ (ABC) 
AC C(ABC) 


_ nên Ở là điểm chung thứ hai của (MNU) và (ABC). 


2.2. 


2.3. 


Vậy LQ = (ABC) O (MN)). 


a) Ta có ngay $, Mí là hai điểm chung của 


(SBM) và (SCD) nên (SBM) ¬ (SCD) = SM ; 

(h.2.21). 

b) M là điểm chung thứ nhất của (AM) và (SCĐD). 

Gọi ¡ =AB ¬ CD. 

Ta có : e AB 1e (ABM). 

Mặt khác e CD = Ie (CĐ) A B. 
nên. (ABM) ¬ (SCD) =IM. ` 

c) Gọi J=M  $§C. Ta có : Je $C >J€ (SÁC) : 

và Jc IM—Je (ABM). Hiển nhiên Ae (SAC) 

và Ae (ABM), vậy (SAC)  (ABM) = AJ. 


a) Gọi N= DK ¬ AC; M = DJ BC (h.2.22). Hình 2.21 


Ta có (DJK) ¬ (ABC) = MN = MN C(ABC'). 
VìL = (ABC) S JK nên dễ thấy L=JK ¬ MN. 


2.4. 


địo: 


§4 


Gọi E =1 m AC; F= EK CD. Lí B 


.Vậy I= §B ¬ (MNP). 


b) Ta có 7 là một điểm chung của (ABC) và (17K). 
Mặt khác vì L = MN œ JK mà 
MN C (ABC) và JK C (IJK) nên L là 
điểm chung thứ hai của (ABC) và 
(IJK), suy ra (JJK) © (ABC) = 1L. 


luận tương tự ta có EF = (JK) ¬ (ACD). 
Nối F7 cát BD tại P ; P là một giao 
điểm (UK) và (BC). 


Ta có PF = (JK)  (BCD) 
và IP.= (ABD) =(IJK). 


Hình 2.22 


Nhận xét. Trên hình vẽ 2.23 không có 
sẵn đường thẳng nào của mặt phẳng 
(MNK) cắt AD. Ta xét mặt phẳng chứa 
AD chẳng hạn (ACP) rồi tìm giao 
tuyến A của (ACĐD) với (MNK). Sau 
đó tìm giao điểm 7 của A và AD,J 
chính là giao điểm phải tìm. 
Gọi L= NK CD. 
Ta có Le NK >> Lkc (MANK) 

LkLeCDE=—= Lc (ACĐ) 


nên 4L = (ACĐ)  (MNK) = A. 
AmAD=T— T=(MNK)  AD. 


Ta lần lượt tìm giao điểm của mặt 
phẳng (MNP) với các đường thẳng 
chứa các cạnh của hình chóp (h.2.24). - 
Gọi l= MN  SB. 


, JlcMN 
Ta có =>Ie(MNP). 
-|MN C(MNP) : 


Từ đó, làm tương tự ta tìm được giao 
điểm của (MNP) với các cạnh còn lại. 
Cụ thể : 


Hình 2.24 


Gọi J=ïP_ n SC, ta cóJ =S%C  (MNP). 
Gọi E= NP CD, tacó E=CD  (MNP'). 
Gọi K =JE ¬ SD, ta có K=SD  (MNP'). 


2.6. Gọi O=AC ¬ BD; 
K=§O ¬ AM; 
L=BDn¬AN; & 
P=KL n SD (h.2.25). 

Ta có P=§SD n¬ (AMN). 
Nhận xét. Trong cách đi trên, ta lấy 
_ (SBD) là mặt phẳng chứa SD, rồi tìm 
giao tuyến của (SBD) với (AMN). Từ 
đó tìm giao điểm của giao tuyến này _--. 
và SD. 


2.7. Ta có I= DE AB 
DE C (DEF) > I€ (DEF) 
AB C (ABC) > ĩe (ABC) (h.2.26). 
Lí luận tương tự thì 7, K cũng lần lượt 
thuộc về hai mặt phẳng trên nên 7, 7, K 


thuộc về giao tuyến của (ABC) và 
. (DEF) nên !, J, K thẳng hàng. 


2.8. a)!, A”, B' là ba điểm chung của hai 
mặt phẳng (O4) và (Ø) nên chúng 
thẳng hàng (h.2.27). 

b) 7,J, K là ba điểm chung của hai 
mặt phẳng (ABC) và (AC? nên 
chúng thẳng hàng. 


2.9. Hướng dẫn 
a) S, 1, J, Ơ là điểm chung của (SAE) và (SBD). 
b) $, K, L là điểm chung của (S4B) và (SDE). 


Hình 2.27 
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§2. HAI ĐƯỜNG THẮNG CHÉO NHAU 
VÀ HAI ĐƯỜNG THẲNG SONG SONG 


2.10. a) (h.2.28). 


$e (SẠC 
Tas6: | Š CÓ) —_ se (SẠC) ¬(SBD). 


$e (SBD) 
`. ÓOe (SAC) 
Giả sử: AC ¬ BD=@O > 
Oe (SBD) 
=ÓO€e (SAC)¬(SBD) 
= (SAC)(SBD) = §O. 
AB 
b) Ta có : e Vu) =$§€(SAB)(SŒĐ). Hình 2.28 
$e(SCP) 
AB C(SAB) 
Ta lại có CD C (SCD) => (SAB)(SCD) = Sx và Sx /! AB /! CD. 
AB/ICD 


c) Lập luận tương tự câu b) ta có (SAD)/¬(SBC) = Sy và Sy // AD // BC. 


Me AB | 
211.47 F2” — MN C(ABC) (h.2.29). 
NGAC 


Trong tam giác ABC ta có : 
AM _AN —>MN JJ BC. 
AB AC 


Hiển nhiên De (DBC)(DMN) 
BC C (DBC) 
MNC(DMN) 
BCJIMN 


C 
= (DBC)(DMN) = Dx và Dx /J BC JIMN. Hình 2.29 


2.12. a) Pa ch —= Me (MIJ)O(ABD) (h.2.30) 


Me AD>Me(ABD) 


86 


1U /J AB 
Ta cũng có : 4 1J C (M17) 
AB C (ABD). 
=(MIJ)¬(ABD) =a= Mi 
và Nt /! AB II J. 
b) Ta có AM! //AB —> Mt  BD=N 


K€eIN 


INœsJM=K= 
K€cJM. 


Vì Ke!N = Kce (PBCP) Hình 2.30 
và K€ JM >K€c (ACD). 


Mặt khác (BCĐ)  (ACD) = CD do đó K e CD. Do vậy K nằm trên hai nửa 
đường thẳng Cm và Dø thuộc đường thẳng CD. (Để ý rằng nếu #⁄ là trung 
điểm của AD thì sẽ không có điểm K)  ˆ 

_ [Ke(ABK) 
€) Ta có : 


= K€(ABK)©(MIU) 
Ì|KeIN= Ke(MI) 


ABC (ABK) 
mà 4//C(MHU) ˆ —>(ABK)£S(MIM) = Kx và Kx J! AB II lJ. 
AB/M 


2.13. Trong tam giác ABC (h.2.31) ta có : 


MỊP !/ AC và MP = = 


Trong tam giác AC? ta có : 
ỌN 1! AC và QN = = 


MPUJON 
MP=OQN 
= tứ giác MPNO là hình bình hành. 
Do vậy hai đường chéo MN và PQ cắt nhau tại trung điểm Ó của mỗi đường. 


Từ đó suy ra 


Hình 2.31 
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Tương tự : PR// OS và PR = ÓS = == 


Do đó tứ giác PROS là hình bình hành. 


Suy ra hai đường chéo &§ và PQ@ cắt nhau tại trung điểm ÓØ của PQ và 
OØRKR = O5. 


Vậy ba đoạn thẳng MN, PQ và ÑS cắt nhau tại trung điểm mỗi đoạn. 


2.14. Gọi K trung điểm của AB (h.2.32). Ạ 


Vì 7 là trọng tâm của tam giác ABC nên 
_I€ KC và vì 7 là trọng tâm của tam giác 
ABD nên Je KD. 


Từ đó suy ra “C= “=1 = CD. 
KC KD 3 | 
2.15.a)(h.2.33). . _ 
Ta có :/J€ (S4D) = 1e (SAD) ¬ (BC). C 
ADJJBC | Hình 2.32 
Vậy 4AD C(SAD) = (SAD)(IBC) = PO 
BCC (IBC) 
và PQ/AD/JBC. — () 
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F=DN ¬ CQ =| 


Tương tự:J€ (SBC) => J€ (SBŒ)  (JAĐ). 
AD/JBC S 
Vậy + AD C(JAD) >(JAD)¬(SBC) = MN 


BC C (SB5C) 
và MN // BC /AD. (2) 
Từ (1) và (2) suy ra PQ /MN. ` 
b) Ta có : †„ mm “ÀS 
Á c“ưN TT 


` 


Ee(AMND) 
Ee(PBCO) 


E=AM  BP =| 


Fe(AMND) 
Fe(PBCO). Hình 2.33 


Do đó : EF = (AMND)  (PBCOQ). 


AD//JBC 
Mà /AD 1 BC 1 MN /PQ. 
l“ JPO suy ra EF / lÕ) 
Tính EF:CP ¬ EF =K > EF = EK + KF 
EK /IBC > ZK ¬ Œ) 
BC PB 
PM /1/AB > TE_ TM, 
AB 
› PM _SP _2 PE _ 2. 
à —= SUy ra 
AB SA 3 EB 3. 
P 
Từ (*) suy ra “= “E - _E__„ Ị __l1 „2 => EK= 2BC =Ãb, 
BC PB PE+EB ¡L5 qx3 5 5 5 
PE 2 


Tương tự ta tính được KÈF = sa 


Vậy: EF= Za + Sb= ^(a+b). 
5 5 5 


§3. ĐƯỜNG THẲNG VÀ MẶT PHẲNG SONG SONG 


2.16. Gọi 7 là trung điểm CD (h.2.34). 
Vì G¡ là trọng tâm của tam giác ACD nên Ơ) € AI. 


Vì G, là trọng tâm của tam giác BCD nên G, € BÌ. 


IG —1 
JA- 3 1G) l 

Ta có : '=— L=—2—GjG,//AB 

Am ng: 2 
_-2_—=_ B D 
IB 3 


AB C (ABC) = GG; 1/ (ABC) 


C 
Hình 2.34 


và AB C (ABD) > GI¡G› // (ABD). 
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2.17. a) Ta có : OO”'// DF (đường trung bình của tam giác BDF) (h.2.35). 
Vì DF C (ADF) —> OO'//(ADF'). 
Tương tự OÓ'// kC (đường trung bình của tam giác AEC). 
Vì ⁄Œ C (BCE) nên OÓ' // (BCE). 
b) Gọi 7 là trung điểm của AB ; 
Vì Ä⁄ là trọng tâm của tam giác ABD nên Mí € DỊ. 
Vì ÁN là trọng tâm của tam giác ABE nên We Ki. 


I1M 1 


ID 3 IN 
Ta có : ID 3 1M _IN _ MN JDE. 
_ IN_1 ID TE 


IE 3 


CD/JJAB 
CD=AB 
Mà 
EF//AB 
EFP= AB 
nên CD /J EF và CD = EF, suy ra 
tứ giác CDFE là hình bình hành. 
MN//DE 
DE.C (CEF) 


Hình 2.35 


—=MN J/(CEF). 


2.18. a) Dễ thấy S là một điểm chung của 
hai mặt phẳng (S4D) và (SBC) (h.2.36). 


ADC(SAD) 
Ta có : 4 BC C(S%C) 
AD//BC 
=(S4D)m(SB8C} = %x 
và §x//AD // BC. 
b) Ta có : MN /IA /CD 


AD IC 3 Hình 2.36 


90 


mà =1 Gị ASAB) nên TC = TC 
Tin à trọng tâm của „nã 3 


SC C (SCD) > GN //(SCD). 


ÌL “GN//SC 


c) Giả sử !M cắt CD tại K —= SK C (SCD) 
MN VIN ly DMÔ 1 


MN CD = =1 TC=a 
+£6 _1 

Ta có : j 1 1 0MIISK = GM /J (SCD). 
jK 3 


2.19.a) Gọi H là trung điểm của SC (h.2.37). 


Ta có : _ = Cà (1) 
DH B 3 
BC //AD > khi À5 _AP =9) : 
OB tuc, - BC 
>OD=2OB 
> 2. (2) 
BD sĩ 
DĐG (OD Hình 2.37 


Từ(1 2 ——=——OGŒ (// BH. 
VỆMJUỀNG hạ )j ⁄ 


BH c (SBC) > OG //(SBC). 
` ` 1< z #.ẻ. C , AD 'øx= F4 ` 
b) Gọi M' là trung điểm của SA — MM/// AD và MM nh Mặt khác vì 


BC //AD và BC=“ nên 8C//MM/ và BC = MM.. 


Do đó tứ giác BCMM' là hình bình hành — CẢM // BM mà BM'C (SAB) 


—=CM 1 (SAB). 
SÉ\c6£ e2 nên ĐÁ Mặt khác vì SC = Š 5ƒ nên c nà 
. @A 2 CA 3 P2 CS. 3 
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2.2. a) | 
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nên (2)5(BCD)= NP và NP //CD. 


— 0C _ CŨ > OlJJSA. 
CA CS 


ÓI C (BID) — SA /J (BID). 
(2)//AB 

AB C (ABC) 

—=(#)¬(ABC) = MN và MN JI AB. 
Ta có Ne (BCD) (h.2.38) 


và J)/ŒP 
CDC (BCD) 


Hình 2.38 
Ta có Pe (ABD) 
(2z)/AB ` 
: ệ ABD) = PQ JJ AB. 
và l* C (AB) nên (#)¬(A8D) = PQ và PQ // 
Miss nên (#)(ACĐ) = MQ và MO /JCD. 


Do đó MN// PQ và NP /J MQ. Vậy tứ giác MNPQ là hình bình hành. 

b) Ta có : MP  NQ = ÓO. Gọi 7 là trung điểm của CD. | 
Trong tam giác ACD có : MQ //CD >AI cắt MO tại trung điểm E của MQ. 
Trong tam giác BCD có : NP // CD > BI cắt NP tại trung điểm F của NP. 


` bình Bình kà EFiIIMN 
Vì MNPQ là hình bình hành nền ta có cà 
Ólà trung điểm EF. 
EFjIMN > EF JJAB. 
Trong AABI ta có EF // AB suy ra : !OÓ cắt AB tại trung điểm 7 
= 1,O,J thẳng hàng 


=> O€ lJcốdinh. 


-Vì Mí di động trên đoạn AC nên Ó chạy trong đoạn Ù. Vậy tập hợp các điểm 


Ó là đoạn J. 


2.21. a) Vì M € (SAB) (h.2.39) 
và J(//5A 


ệ AB)= MN và MN //SA. 
ÌSA (Am """ CHIA PM, „: 


_ Vì Ne(SBC, 


: I /BC 
và 


nên (#)“5(SBC) = NP 
BC C(SBC) 


và NP // BC (1) 


ll Oc(ø) 


: oc@cpyT” (2)716CĐ) = P0. 


@QeCD—=QEc(ABCD) 


ễ (2)/BC 
BC C(ABCD) 


Hình 2.39 


nên (2)£¬(ABCD) =QM 


và QM // BC (2) 
Từ (1) và (2) suy ra tứ giác MANPO là hình thang. 
s€(SAB)mo(SCĐD). 
b) Ta có : + ABC (SAB), CD C gón) => (S4AB)m(SCĐ)= §x và §x //AB /UCD. 
AB//CD.. 
IceMN 
Ic PO. 
MN C (SAB) > Ie (SAPB), PQC (SCD) > Ie (SCĐ) 
=> lI€ (SAB)(SCĐ) >1 &%x. 


MNPQ=l = 


'(SAB) và (SCD) cố định = Sz cố định =>7 thuộc $x cố định. 


§4. HAI MẶT PHẲNG SONG SONG 


2.22. Gọi 1, J và K lần lượt là trung điểm của các cạnh BC, CD và BD. 
Theo tính chất trọng tâm của tam giác ta có : 
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— AI AJV  AK_ 3 


- JC(BCD)>GG; JJ(BCD). 


2.23. a) Ta có : 


_ Tương tự ta có : OØ = 
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AỚI 5 AG, : AGa _2 
= GIG; /[lJ (h.2.40). 
Tương tự ta có GGa //(BCĐ). 


G\G,02G C (G¡G;Ø3) 
= (G¡G; G) (Í (BCĐ). 


Ax/JDi 
DĐ C(Cz,Dp) 


=> Ax //(Cz, D0) (h.2.41). 
CD 
ngời = AB // (C:, D9. 
CDC(Cz,ĐÐ0 
Từ Ax, AB C(Ax, By) suy ra (Ax, By) // (Cz, Đ0). 
Tương tự ta có (Ax, Đi) // (By, C?). 
(2)S(Ax,By)= AE 
b) (z)(Cz,Dt)=C?ˆ. > AB'IICD/ (1) 
{(Ax, By)//(Cz, Dr) 


(œ)(Ax,Dt) = A'D 
(z)(By,Cz)= EŒˆ.> AD 'IIBC. (2) 
(Ax, Di) //(By,Cz) 


Hình 2.41 


Từ (1) và (2) suy ra tứ giác A'BŒ?7?” là hình bình hành. 
e) Gọi Ó, Ó” lần lượt là tâm các hình bình hành ABCD, A'8C?D'. Dễ thấy OÓ“ 
i AAˆ+CC 


là đường trung bình của hình thang AA'C“C, suy ra OỚ = : 


MU 1 LẺ =3 ÄA £CC/SBB/1P ĐW), 


AD//B 
2.24. a dt => AD//(BCE) 


BC C(BCE) 
lọ, /IBE 


BCE 
BE C(BCE) =AP/CE) 


Mà AD, AF C (ADF) 
nên (ADF) // (BCE) (h.2.42). 
b) Vì ABCD và ABEF là các hình 
vuông nên AC = BE. Ta có : 
MM !//CD > 2M _AM 

AD AC 
ÁN  _BN, 
AF BFL 
So sánh (1) và (2) ta được AM = AN 

AD - AF 

c) Từ chứng minh trên suy ra DF.//(MM'NN) 
NNˆ/UAB> NN”//EF 
NNˆC(MMNN) 


Hình 2.42 


q) 


NN /AB > 


(2) 


> MN //DF. 


|= EF//(MM NN). 


Mà DF, EF C (DEF) nên (DEF) /(MM' NN). 
Vì MN C(MM'N'N ) và (MM“N“N)//(DEF) nên MN /! (DEF'). 


2.25. a) Ta có 11 // BB' và II' = BB'. 
Mặt khác AA'// BE” và AA' = BB nên : , 
AA/I II vàAA'=I" ~ \ _ 
— AA'TI là hình bình hành - | 
= AI/I AT (h.2.43). 

Ae(ABC) 

Ae(AAT) A c 

= Ae(ABC?)(AAT1). 


b)Tàcó 


#, “#¬/ 


=Ứe (ABC) B Hình 2.43 


tự: TỦ 
Tương t dam 
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2.26. a) Ta có tứ giác AA'CC là hình bình 


2.27. Trong mặt phẳng (ADF), kẻ đường 


96 


= e (ABC) n (AATD) > (ABC) ¬ (AATD =AI'. 
EecI!A 

Đặt A/ ¬ AT=E. Ta có : = Ee(AEC). 

bộ AƯ (A56) 

Vậy E là giao điểm của 4”! và mặt phẳng (AB“C?. 

M e(AB“C”) 


c) Ta có : A'B ¬ AB'= M = 
M e(A“BC). 


Ne€(ABC? 
Tương tự: ACˆ AC=N > , 
Ne(A'BC). 


Vậy (ABC? ¬ (ABC) =MN. 


hành (h.2.44) suy ra AC cắt AC' tại 
trung điểm 7 của mỗi đường. . . 
Do đó !H //¡ CB' (đường trung bình của 
tam giác CA). 

Mặt khác !H C (AHC') nên CB' //(AHC'. 
Ae(ABC? 


b) Ta có : | 
Ae(ABC) 


= A là điểm chung của (ABC? và (ABC), 
BC BC 

mà 4 CC (ABC?) 
BC C (ABC) 


Hình 2.44 


nên (ABC? © (ABC) = Ax và Ax // BC /JU BC. 


thẳng MP /DF (P e AF). 
AP _ AM 
Ta có — = _BN (h.2.45) 
PF- MD NE 
nên PN //FE. Do đó (MNP) // (DEF'). 
Vậy ÄƒN song song với mặt phẳng 
(DEF) cố định. Hình 2.45 


2.28. a) Trường hợp 1. 


† thuộc đoạn AÓ (0< x <;) 


Khi đó / ở vị trí /¡ (h.2.46). 
Ta có : (#) // (SBD) 

lM J/BD 
—> 

(2)//7SO 

Vì (œ / BD nên (ø cất 
(ABD) theo giao tuyến 
MỊN, (qua l¡) song 
song với BD. 


Tương tự (2) // §Ø nên 

(2) cắt (SÓA) theo giao _ Hình 246 + 
. tuyến ®$jJ¡ song song 

với SƠ. 

Ta có thiết diện trong trường hợp này là tam giác MỊN. 


Nhận xét. Dễ thấy rằng S,M, //SB và SỊN, //SD. Lúc đó tam giác S MỊN, đều. 
Trường hợp 2. I thuộc đoạn OC C <x< a) 


Khi đó 7 ở vị trí ?„. Tương tự như trường hợp Í ta có thiết diện là tam giác đều 
Ss2M,N, có M,N; !/BD, SM; /1SB, SN; 5D. 
Trường hợp 3. Ï = O : Thiết diện chính là tam giác đều SBD.. 


b) Ta lần lượt tìm diện tích thiết diện trong các trường hợp 1, 2, 3. 


Trường hợp 1. I thuộc đoạn AO (0< x< ñ ) 


2 
3S.MỊM -[m| — Gì 


s4), s 422 b3 _b?x7/3 


T.BT.HINHHOC11(C)-A 97 
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Trường hợp 2. Ï thuộc đoạn OC G <x<a) 


ŠSMUN; — M2N, Ï - Ị4 - sÏ 


ŠcBp BD 4a 
S “`... ... 
%2M¿M; — ;2 4 a2 
Trường hợp 3. =O 
_ b^\3 
ŠSgp 1" 
bˆx7v3 s a 
————— nếu Ö< x<— 
a7 2 
. - bˆx43 5 4q. 
Tóm lại Š„.„ điện = P nếu + =5 
bˆ43 2 „4 
(a-x) nếu —<x<4. 
da 2 


c) Đồ thị của hàm số SŠ theo biến x như sau : 


Hình 247 


“+ DI cà ¬ E2 Ehị q 
Vậy Sư diện lớn nhất khi và chỉ khi x = 2 


AB _ _BC . 
2.29. Vì 
ì (2/0/00) nên -;; AB _ CC 


Mặt khác ta có : 

AB — BC _ AB+BC _ 
AB. BC ` AB+BCŒ _ AC 

AC.AB _ 185 — lọ, 
AC 9 

AC.BC _ 
AC 


Suy ra: A“B“= 


Vậy A8 '=l0và #Œ = 
Vậy BC '=8.. 


2.30. Qua 7 kẻ đường thẳng song song 
với CD cắt AC tại H, ta có : 
THẢ _ 2 (n2.49). 
HC ID 


Suy ra HƯ /AB. 


Như vậy mặt phẳng (/JH) song song 
với AB và CD. 


Gọi (2) là mặt phẳng qua 4Ö và song song với CD, ta có 
(œ)//(UH) 
JUJc(UH) 


Hình 249 


=> J //(œ). 


Vậy ƑJ song song với mặt phẳng (2) cố định. 


2.31. a) Gọi (/) là mặt phẳng xác định bởi hai đường thẳng AB và Ax. 
- Do Ax // (2) nên (Ø) sẽ cắt (2) theo glao tuyến 8x” song song với Áx (h.2.50). 
Ta có M° là điểm chung của (2) và (Ø) nên M thuộc 8x”. 
Khi M trùng A thì M/ trùng Ö nên tập hợp M' là tia Bx.. 
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§5. 


b) Ta có tứ giác ABMM là hình bình 
hành nên BM' = AM = BN. 

Tam giác BM N cân tại Ö. 

Suy ra trung điểm Jÿ của cạnh đáy WM' 
thuộc phân giác trong Ö/ của góc 8 
trong tam giác cân 8M“. Dễ thấy rằng 
B: cố định. 

Gọi Ó là trung điểm của AB. Trong mặt 
phẳng (AB, Ö/), tứ giác ØB7 là hình bình 
hành nên J/ = BƠ. Do đó / là ảnh của 7 


trong phép tịnh tiến theo vectơ BÓ. Vậy 
tập hợp là tia Ó/ song song với Bi.  ' 


PHÉP CHIẾU SONG SONG. 


Hình 2.50 


HÌNH BIỂU DIỄN CỦA MỘT HÌNH KHÔNG GIAN 


2.32. Giả sử a và b là hai đường thẳng chéo 


nhau có hình chiếu là z' và ö“. Nếu mặt 
phẳng (4, 4) và mặt phẳng (b, b) song 
song với nhau thì z7 b“ Vậy hình chiếu 
song song của hai đường thẳng chéo 
nhau có thể song song (h.2.5 1). 

Nếu z và b là hai đường thẳng cắt nhau 
tại Ó và hình chiếu của Ó là ÓØ“ thì Ó a” 
và Óˆ€ ð' tức là 4 và b“ có điểm chung. 
Vậy hình chiếu song song của hai đường 
thắng cắt nhau không thể song song được. 


2.33. Cho tam giác ABC bất kì nằm trong 
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mặt phẳng (2). Gọi (/Ø) là mặt phẳng qua 
BC và khác với (ø). Trong () ta vẽ tam 
giác đều BCD. Vậy ta có thể xem tam 
giác ABC cho trước là hình chiếu song 
song của tam giác đều 28C theo phương 
chiếu DA lên mặt phẳng (ø) (h.2.52). 


Hình 2.51 


Hình 2.52 


2.34. Với hình lục giác đều ABCDEEF ta nhận thấy : 
— Tứ giác OABC là hình bình hành (vừa là hình tho!) ; 


— Các điểm D, E, F lần lượt là các điểm đối xứng của các điểm A, 8, € qua 
tâm Ó (h.2.53). | 


Hình 2.83 l Hình 2.54 


Từ đó ta suy ra cách vẽ hình biểu diễn của lục giác đều ABCDEF như sau : 
— Vẽ hình bình hành O'“4“B8“C” biểu diễn cho hình bình hành OABC. 
~ Lấy các điểm D', E', F” lần lượt đối xứng của A', 8, C” qua tâm Ó/, ta được 
hình biểu diễn A'8'CÐ'EF' của hình lục giác đều ABCDEF (h.2.54). 

0% Chú ý. Ta có thể vẽ hình biểu diễn hình lục giác đều dựa trên sự phân tích sau 
đây ở hình thực A8CDEF (h.2.53) : 
— Tứ giác ABĐE là hình chữ nhật; _ . — 
- Gọi ï là trung điểm của cạnh AE và H là truns điểm của cạnh 8D ; 
- Các điểm Ƒ và C đối xứng của Ó lần lượt qua ƒ và HH. 
Từ đó ta có cách vẽ sau đây : 
-¬ Vẽ hình bình hành 
ABDE biểu diễn cho hình 
chữ nhật ABDE. 
- Gọi Ƒ và H lần lượt là 
trung điểm của A'#' và 8D. 


- Lấy Fˆ đối xứng với Ø” qua 
Ƒ và C' đối xứng với @ˆ qua 
H, ta được hình biểu diễn : Hình 2.55 
ABCDEF' của hình lục 

giác đều (h.2.55). 
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2.35. Giả sử trên hình thực ta có đường tròn tâm Ó cùng với hai đường kính vuông 
góc của đường tròn đó là AB và CD (h.2.56). Nếu ta vẽ thêm một dây cung EF 
song song với 4ð thì đường kính CD sẽ đi qua trung điểm 7 của đoạn EF. Từ 
đó ta suy ra cách vẽ Sau đây : 


a) Vẽ hình elip biểu diễn cho đường Ezz |} ¬>f 
tròn và vẽ đường kính AZ” của hình 
elip đó. Đường kính này đi qua tâm Ó“ Á PB 


của elip. 
b) Vẽ một dây cung #” song song với 


đường kính A'8'. Gọi 7 là trung điểm 
của E#”. Đường thẳng Ø7' cắt elip tại 
hai điểm C và D”. Ta có A'E' và CD' là _ Hình 2.56 
hình biểu diễn của hai đường kính 
vuông góc với nhau của đường tròn 
(h.2.57) 


Nhận xét. Hình bình hành AC “8D là 
hình biểu diễn của hình vuông ACBD 
nội tiếp trong một đường tròn. 


2.36. Cho tứ điện ABCD. Gọi đ là một đường 

thắng không song song với các cạnh của 
tứ diện và (2) là một mặt phẳng cất đ. 
Gọi A” B, C”, D' lần lượt là hình chiếu 
của A, B, C, D trên mặt phẳng (2). Gọi P 
và Q lần lượt là trung điểm của hai cạnh 
đối diện AB và CD. Khi đó hình chiếu P“ 
và. Qˆ của P và Q sẽ lần lượt là trung 
điểm của A'B' và CD“ 
Muốn cho A”, B8, C”,D' là các đỉnh của 
một hình bình hành ta chỉ cần chọn 
phương chiếu đ sao cho đ song song 
với đường thẳng PQ (h.2.58). 


Hình 2.58 


Vậy để hình chiếu song song của một tứ 
diện là một hình bình hành ta có thể chọn : 


— Phương chiếu đ là phương của một trong ba đường thẳng đi qua trung điểm 
của hai cạnh đối diện của tứ điện cho trước ; 


— Mặt phẳng chiếu (2) là mặt phẳng tuỳ ý, nhưng phải cắt đường thẳng 4ø. 
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CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG II 


2.37.a) CC'JIBB — AICC' œ AIBB“ (h.2.59) 
JB BE 

> —————_— 
IC CC 

CC*JAA' > AJCC' ø AJAA: 


JC _ cŒ _€ 
—c 
JA — AA^ a 


AA /JLBB'.= AKAA's AKBB' 


KA_AA _a 
KB BB b 
Do đó: 2.JC.K4_5.£€ 4 „ 
_lC JA KB cap 
b) Gọi # và H” lần lượt là trung điểm | Hình 2.59 


các cạnh BC và #C” Vì HH' là đường 
trung bình của hình thang B#Œ€ nên 
HH ¡¡ BB. 
Mà BBˆ//AA' suy ra HH'ˆ/JAA'. 
| AG _2 


AH 3 


1° => AA'IIGG!LHH. 
AG 


Ta có:ŒỚ€ AH vàGˆe AH' và ta có : 


c)AH' ¬ GGŒ =! => GG =ŒM +MG 
Ta có:ŒM/LAA'= AHŒM®œ AHAA 


„ ƠM _HỚƠ _1_ (ạypSLuu¿_T 
AI HA 3 3 
MG II HH => AAMGœ AAHH. 
MG _AG 2 ; 
;=——-=Š=MG=<HH 
HH AH 3 


103 


Mặt khác HH là đường trung bình của hình thang BB'C“C nên 


BB+CCC b+c 2 2 b+c ] 
=—————=——= MG=“HH =^. =— . 
2 2 3 3 2 3019) 


HH 


Do đó : GŒ =GŒM + MG = 341+2(+e)=2(4+b+o), 
"Vậy GỚ = s(a+b+©) 


2.38. a) MB” qua M và song song với (ABC) và (ABD) => ME' song song với giao 
tuyến AØ của hai mặt phẳng này. Ta có : M⁄Ö' // AB nên MB' và AB xác định 
một mặt phẳng. Giả sử MB cắt AB” tại ' (h.2.60) 

Ta có :!€ BM > Ie (BCD) 
Ie€AB —= ïc (ACP) 
= I€ (BCD) ¬ (ACD)=ŒCD 
=> lc (CD. 
Vậy ba đường thẳng A#Ø', BM và CD đồng quy tại 1. 
b) MBˆ/AB —> M5 
AB IB 
Kê MM L CD và BH L CD. 


Ta có: MM'/BH TH _ MM., 
IB_ BH 


di(AMCD)=LCD.MM: 
Mặt khác : 2 


đr(ABCD)= 2CD.BH 


Hình 2.60 


Ị , 
— M(AMCD) 2D. MM - 


dr(ABCD) 


MM 
BH 


}cp.ph 
2 


MB _ IM _ MM' _ d(AMCD),v. MB _ d(AMCD) | 


Do đó : = = : 
AB IB BH d(ABCD) ` AB đi(ABCD) 
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c) Tương tự ta có : MẸ: _ da(AMBP) 

CA di(ABCP) 

MD' _.d(AMBC), 

DA. đi(ABCD) 
Và MB MC MD`_ di(AMCD), d(AMBD) d(AMBC) 
/ậy : +——+ =—" —+__—+'— 
AB CA DA đi(ABCD) dịi(ABCD) đị(ABCD) 


— đ(AMCD)+ di(AMBD)+ di(AMBC) 
đíi(ABCD) 
— d(ABCD) _ 
đ(ABCD) 
2.39. a) Gọi M và M” tương ứng là trung điểm 
của AC và A'C”, ta có : Si 
Ie BM,Gc CM,K€c BM (h.2.61). 


Theo tính chất trọng tâm của tam giác ta có : - 


sa sj / (3 
MB MC” 3 
TL - BE — và MM'IJ BB' =› IK I/ BB". 
MB ME 3 
_ [IGIJIBC 

Ta có : : "“ẽ ...*? 

BC C(BBCC) Hình 2.61 

IK II BE | 

,„ =IKII (BBCC). 
BB'C (BECC) 


Mặt khác /Œ và !K C (GK) nên dGK) /j/(BBCCC). 


b) Gọi E và È# tương ứng là trung điểm của 8C và BC”, Ó trung điểm của A“C. 


A, ï, E thẳng hàng nên (A/B) chính là (AEB?. A”, G, C thẳng hàng nên n(4A 'GK) 
-_ chính là (A“C#). 


Tacó BE//CF.(do BFCE là hình bình hành) và AE // AF nên (AI) // (A GK). 
2.40. a) Ta có mặt phẳng (A4A”, DD) song song với mặt phẳng (BB, CC). Mặt 
phẳng (MNP) cắt hai mặt phăng nói trên theo hai giao tuyến song song. 
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Nếu gọi Q là điểm trên cạnh 
BB' sao cho NỢ // PM thì Ó là 
giao điểm của đường thẳng BB” 
với mặt phẳng (MNP) (h.2.62). 


Nhận xét. Ta có thể tìm điểm 
Q bằng cách nối P với trung 
điểm ï của đoạn MN và đường 
thẳng PI cắt BB' tại Ó. 


bì Vì mặt phẳng (AA, B8) 
song song với mặt phẳng 
(DD”, CC) nên ta có MQ /PN. 


_ Do đó mặt phẳng (MNP) cắt 


_ 2.41.a) Vẽ MP song song với AC và cắt CD tại P. 
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hình hộp theo thiết diện 
MIPNQ là một hình bình hành. 


Hình 2.62 


c) Giả sử P không phải là trung điểm của đoạn DD“. Gọi H = PN  DC, 
K=MP o AD. Ta có d = HK là giao tuyến của mặt phẳng (MNP) với mặt 
phẳng (ABCD) của hình hộp. Chú ý rằng giao điểm E = 4B  MQ cũng nằm 
trên giao tuyến đ nói trên. Khi P là trung điểm của 2Ð” mặt pháng (MNP) song 


SOng với mặt phẳng (ABCD). 


AM _CP _CN. 
MD PD NC 
Do đó PN //DC”//AB' (h.2.63) 


Đường thẳng MA thuộc mặt 
phẳng (MP) và mặt phẳng 
này có MP // AC và PN //! AB. 
Vậy mặt phẳng (MNP) song 
song với mặt phẳng (ACE) và 
do đó MN / (ACB). 


b) Vì mặt phẳng (MNP) song 
song với mặt phẳng (AC?) nên 
hai mặt phẳng đó cắt các mặt 
bên của hình hộp theo các giao 
tuyến song song. 


Ta có —— 


Hình 263 


Ta vẽ NQ /! CB, QR 10 CA' ( CA), RS 0! AB“ (1 PN) và tất nhiên SM / ỌN. 
Thiết diện của hình hộp cắt bởi mặt phẳng đi qua MX và song Song với mặt 
phẳng (ACP) là hình lục giác PNQRS có các cạnh đối diện song song với 
nhau từng đôi một : MP // RQ, PN /! SR, NỌ /! MS. 


2.42. a) Hình bình hành ACCA' có hai 
đường chéo là AC” và A“C cắt nhau tại 
trung điểm Ä⁄ của mỗi đường. Tương tự, 
hai đường chéo 8D“ và BD cắt nhau tại 
trung điểm của mỗi đường (h.2.64). 


b) Trung điểm E của AC là hình chiếu 
của trung điểm M của AC” theo phương 
của cạnh lăng trụ. Tương tự, trung điểm 
È là hình chiếu trung điểm của đường 
chéo BD' trên BD. Ta có EM // CC” và 


cu„- CC CC” 


DD/ 


Mặt khác FN // DD' và FN = - Từ Hình 2.64 


đó ta suy ra tứ giác MNEFE là hình bình 
hành và ta có MN = EF. 

2.43. a) Mặt phẳng (M, đ) cắt (2) theo giao 

“tuyến MM„. Điểm:A cũng thuộc giao 

tuyến đó. Vậy đường thẳng A⁄,M⁄; luôn 
luôn đi qua điểm A cố định (h.2.65). 
b) Mặt phẳng (M, đ) cắt ( theo giao 
tuyến BM. Điểm K thuộc giao tuyến đó 
nên ba điểm K, 8, M thẳng hàng. 
c©) Giả sử b cắt mm tại / thì mặt phẳng 
(51, b) luôn luôn cắt (2) theo giao tuyến 
IM,. Do đó điểm M, di động trên giao 
tuyến /⁄, cố định. Còn khi ấ⁄ di động 
trên b thì mặt phẳng (S,, b) cắt (2) theo 


giao tuyến /M,. Do đó điểm M, chạy 


Hình 2.65 


trên giao tuyến /M„ cố định. 
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2.44. Ta xác định thiết diện của hình lập phương cắt bởi các mặt phẳng sau : 


— Mặt phẳng (EFB) : ta vẽ FG // AB và được thiết diện là hình chữ nhật ABGF | 
(h.2.66), G là trung điểm của CC”. 


„ÑÑ⁄ 


Hình 266 Hình 267 


Hình 2.68 Hình 2.69 


- Mặt phẳng (EFC) : Nối FC và vẽ EG // FC, ta được thiết diện là hình thang 
ECFG (h.2.67) (AG = ~AA), 

— Mặt phẳng (EFC) : Nối FC' và vẽ EG /! FC”. Nối GC' và vẽ FH /! GŒC”. Ta 
được thiết điện là hình ngũ giác EGC“FH (h.2.68) 


(BG = 1p. AH= +Ap), 
4 3 
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— Mặt phẳng (EFK) với K là trung điểm của đoạn 8C”. Lấy trung điểm E của 
đoạn A“8. Ta có ! = EF  ED'. Ta có IK là giao tuyến của hai mặt phẳng 
(EFK) và (A'BCD1. Gọi G = IK CD“. Nối F với Ơ, vẽ EH 1! FGŒ. Nối K với 
H, vẽ FL // KH và nối L vớ. E. Ta được thiết diện là hình lục giác đều 
EHKGFL (h.2.69). 


(G, H, L theo thứ tự là trung điểm của Ð“C”, B'B, AD). 


2.45. (C) 
2.50. (C) 
2.55. (B) 
2.60. (C) 


CÂU HỎI TRÁC NGHIỆM 

2.46. (D) 2.47. (D) 2.48. (D) 
2.51. (A) 2.52. (D) 2.53. (C 
2.56. (C) 2.57. (C) 2.58. (A) 
2.61. (B) 2.62. (C) 2.63. (B) 


2.49. (B) 
2.54. (B) 


2.59. (B) 


2.64. (B) 


109 


CHƯƠNG LTT 


VE0TØ TRŨNG KHÔNG BIAN. 
(UAN HỆ VUÔN6 ÚC TR0NG KHÔNG GIAN 


§1. VECTƠ TRONG KHÔNG GIAN 


A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


I. CÁC ĐỊNH NGHĨA 
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1. Vectơ, giá và độ dài của vectơ 

e Vectơ trong không gian là một đoạn thằng có hướng. 

Kí hiệu AB chỉ vectơ có điểm đầu 4, điểm cuối 8. Vectơ còn được kí hiệu là 
đ,b,X,ÿ,... 

e Giá của vectơ là đường thẳng đi qua điểm đầu và điểm cuối của vectơ đó. 
Hai vectơ được gọi là còng phương nếu giá của chúng song song hoặc trùng 


nhau. Ngược lại hai vectơ có giá cắt nhau được gọi là hai vectơ không cùng 
phương. Hai vectơ cùng phương thì có thể cùng hướng hay ngược hướng. 


e Độ đài của veciơ là độ dài của đoạn thẳng có hai đầu mút là điểm đầu và 
điểm cuối của vectơ đó. Vectơ có độ dài _ l1 được gọi là yecfØ đơn vị. Ta kí 


hiệu độ dài của vectơ là 


2. Hai vectơ bằng nhau, vectơ - không 


e Hai vectơ đ và b được gọi. là bằng nhau nếu chúng có cùng độ đài Và cùng 
hướng. Khi đó ta kí hiệu đ = b. 


e “Vectơ - không” là một vectơ đặc biệt có điểm đầu và điểm cuối trùng nhau, 
nghĩa là với mọi điểm A tuỳ ý ta có AA =0 và khi đó mọi đường thẳng đi qua 
điểm A đều chứa vectơ AA. Do đó ta quy ước mọi vectơ 0 đều bằng nhau, có 
độ dài bằng 0 và cùng phương, cùng hướng với mọi vectơ. Do đó ta viết 


AA = BB với mọi điểm A, B tuỳ ý. 


II PHÉP CỘNG VÀ PHÉP TRỪ VECTƠ 
1. Định nghĩa 


e Cho hai vectơ Z và b. Trong không gian lấy một điểm A tuỳ ý, vẽ 
AB=a, BC =b. Vectơ AC được gọi là rổng của hai vectơ đ và b, đồng thời 
được kí hiệu AC = AB+ BC = đ+b. 


e Vectơ b là vectơ đối của đ nếu lb| =|ZÌ và đ, b ngược hướng với nhau, 


e«Z+b=b+ä (tính chất giao hoán) 

e (4+b)+ế =ä+(b+£) (tính chất kết hợp) 
«ä+0=0+8=đ (tính chất của vectơ 0) 
®đ+(-đ)=-đ+a= 0. 

3. Các quy tắc cần nhớ khi tính toán 


a) Quy tắc ba điểm 
Với ba điểm A, B, C bất kì ta có : 


AB + BC = AC 


BC = AC- AB (h.3.1). Hình 3.1 
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b) Quy tắc hình bình hành 


. chung đỉnh A và AC” là đường 


IH 
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. TÍCH CỦA VECTƠ VỚI MỘT SỐ 


Với hình bình hành A8CD ta có: - „ 
AC = AB+AD (h.3.2). 


Hình 3.2 


c) Quy tắc hình hộp 

Cho hình hộp ABCD.ABCTD' 

với AB, AD, AA' là ba cạnh có 

chéo (h.3.3), ta có : 

AC = AB+ AD + AA'. 

d) Mở rộng quy tắc ba điểm. 

Cho ø điểm Ai, A›, ...,A„ bất kì (h.3.4), 


Hình 3.3 
ta có : Ai4a +4a4a +...+ A¿_1 Án = AI ` 
A) Á; A, 
A, 
A; A 


Hình 3.4 


1. Định nghĩa. Cho số k # 0Ö và vectơ đ #0. Tích của vectơ đ với số k là một 
vectơ, kí hiệu là &Z, cùng hướng với đ nếu k > 0, ngược hướng với đ nếu 
k< 0 và có độ dài bằng |z|.|ä|. 

2. Tính chất. Với mọi vectơ đ, b và mọi số m, n ta CÓ : 

e m(ä + b) = mã +mb; 

®(m+n)d = ma +nđ; 

® m(n3) = (mn) ä; 

«el.a= 


«0. 
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IV. ĐIỀU KIỆN ĐỒNG PHẲNG CỦA BA VECTƠ 
1. Khái niệm về sự đồng phẳng của ba vectơ trong không gian 


Cho ba vectơ đ „bể đều khác 0 trong không gian. Từ một điểm Ó bất Kì ta 
b, 


vẽ ÓA = đ, OB =b, OC =#. Khi đó xảy ra hai trường hợp : 


e Trường hợp các đường thẳng ÓA, ÓB, ÓC không cùng nằm trong một mặt 
phẳng, ta nói ba vectơ đ, b, ể không đồng phẳng. 


e Trường hợp các đường thẳng ÓA, ÓB, ÓC cùng nằm trong một mặt phẳng 
thì ta nói ba vectơ đ, b, £ đồng phẳng. 


2. Định nghĩa 


Trong không gian, ba vectơ được gọi là đông phẳng nếu các giá của chúng 
cùng song song với một mặt phẳng. 


3. Điều kiện để ba vectơ đồng phẳng 


Định lí I. Trong không gian cho hai 
vectơ không cùng phương đ và b và 
một vectơ ể. Khi đó ba vectơ đ, b, ể 
đồng phẳng khi và chỉ khi có cặp số 
m,n sao cho ở = mä + nb. Ngoài ra 
cặp số ím, n là duy nhất (h.3.5). 


4. Phân tích (biểu thị) một vectơ theo 
ba vectơ không đồng phẳng 

Định lí 2 

Cho Z, b, £ là ba vectơ không đồng 


phẳng. Với mọi vectơ 3 trong không 


gian ta đều tìm được một bộ ba số zm, 
n,p sao cho #= mã +nb+ pể. Ngoài 
ra bộ ba số ?m, n, p là duy nhất. 


Cụ thể OX =š, OA=ä, Ø8 =, 
ÓC =£ (h.3.6) 


Hình 3.6 


8.BT.HINHHOC11(C)-A H3 


và OX =OA'+OB +0C? VỚI OA” = mả, OB =nb, ÓC = pẽ. 


Khi đó : #= mẩ+nb + pể. 


B. DẠNG TOÁN CƠ BẢN 


USD. 
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Xác định các yếu tố của vectØ 


1. Phương pháp giải. 
a) Dựa vào định nghĩa các yếu tố của vectơ ; 
b) Dựa vào các tính chất hình học của hình đã cho. 


2. Ví dụ 
%1 ấu 1. Cho hình lăng trụ tam giác ABC.A BC”. Hãy nêu tên các vectơ bằng 
nhau có điểm đầu và điểm cuối là các đỉnh của lãng trụ. 

Gửi A=—— c 
Theo tính chất của hình lăng trụ ta suy ra : 
AB=AB, BC=EC, CA=CA 
AB =-BA, BC =—CB, CÁ =~AC 


%⁄ áu 2. Cho'hình hộp ABCD.A'B'C'D”. Hãy kể tên các vectơ có điểm đâu và 
điểm cuối là các đỉnh của hình hộp lần lượt bằng các vectơ 4B, AA” và AC. 

| Giái 
Theo tính chất của hình hộp (h.3.8) ta có : 


si 
lÌ 
® 
I 
= 
ki 
l 
S 


__ 8.BT.HINHHOC11(C)-B 


8 VẤN đề 2 _ 


"_ "- Hình 3.8 
Chứng minh các đăng thức về vectO 
1. Phương pháp giải 


a) Sử dụng quy tắc ba điểm, quy tắc hình bình hành, quy tắc hình hộp để biến 
đổi vế này thành vế kia và ngược lại. 


b) Sử dụng các tính chất của các phép toán về vectơ và các tính chất hình học 
của hình đã cho. 

2. Ví dụ | 

4 đu 1. Cho hình hộp ABCD.EFGH. Chứng minh rằng AB+ AD+ AE = AƠ. 


Giải _ B 
Theo tính chất của hình hộp : có Cố 
— —— — — — — —— A 
AB+AD+AE= AB+ BC +CG = AƠ. 
Dựa vào quy tắc hình hộp ta có thể G 
viết ngay kết quả : 


C 


AB+ AD+ AE=AG (h.3.9). _ 
h Ề 


4% á„ 2. Cho hình chóp $.ABCD có đáy là hình 
bình hành ABCD. Chứng minh rằng 


SA+$C =SB.+ SD. 


___ Gải 
Gọi Ó là tâm của hình bình hành ABC? (h.3-10). 
Ta có: SA+$C =2§Ố (1) 
và $8+SD =2SỐ 2) 


D 


So sánh (1) và (2) ta suy ra SA+$C =SB+§D. Ôn p3ng 
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%f đụ 3. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là 
hình chữ nhật ABŒD. Chứng minh rằng 


—2 —2 —2 —2 
5A +$C =§B +9). 
Giải 
Gọi Ó là tâm hình chữ nhật ABC? (h.3.11). 


Ta có : |0A|=|oøl=|oc|=lonl. 


—2 — 2 2 —2 —— 
%4 =(SO+(OA}“= SO +ÓA +2.SOÓA 


Hình 3.11 


—2 — >2 2 —? ,-_—- 
$SŒ =(SO+OŒ% =§O +ÓOC. +2SO.OC 
—2  ——2 —2 —2 ——2 — — — 
=> SA +$C =2§2 +ÓA +OC_ + 2§5O(OA+OC). 
—. Ti —2 —2  —2 —.2 ——2 
Mà OA+ÓC =0 nên §A +§C =2§2 +ÓA +ÓOC. 
—2 —¬2  —2 —2 ——2 
Tương tự tacó: S# +$Š2 =2§2 +Q@B +0)D. 
—2 —2 —2 —2 
Từ đó ta suyra: $A +§SCŒC =§%B +&$D. 


4 đụ 4. Cho đoạn thẳng AB. Trên đoạn thẳng AB ta lấy điểm C sao cho 


A ` : ¿ 
cá =—: Chứng minh rằng với điểm S bất kì ta luôn có : 


CBn 
SC= SA+—”—$§B A C B 
m+n m+"n 

Gửi 
Theo giả thiết ta có CỔ = ”' (3.12), 

CB n 

S 
mì 

Ta suy ra Hình 3.12 


AC+CB_ m+n 


m Mụ —" 


AB. 


=> AC= 
m+" m+ử" 


= AC = (AC +CB) 


Vì ta có AC =§C- SA và AB = SB— SA nên : 


LU8 VẤN đề 5 


Chứng minh ba vecto: đ, bể đồng phẳng 


1. Phương pháp giải 


a) Dựa vào định nghĩa : Chứng tỏ các vectơ đ, b, ể có giá song song với một 


mặt phẳng. 


b) Ba vectơ đ, bể đồng phẳng ©> có cặp số m, ñ duy nhất sao cho 


ể = mä+nb, trong đó đ và b là hai vectơ không cùng phương. 


2. Ví dụ 


4 đu 1. Cho tứ diện ABCD. Trên cạnh AD lấy điểm M sao cho AM =3MD và 
trên cạnh 8C lấy điểm N sao cho NB=-3NC. Chứng minh rằng ba vectơ 


AB, DC, MN đông phẳng. 
_ Guải 
Theo giả thiết MA =—3MD 
và NB =~3NC (h.3.13). 
Mặt khác MMN = MA + AB+ BN 


và MN =MD+DC+CN 
= 3MN =3MD+3DC+3CN 


Cộng đẳng thức (1) và (2) với nhau vế theo vế, ta có_ 


— —— —— ——— —— —— — ——— ] 
4AMN =MA+3MD + AB+3DC + BN+3CN c© MN= 


0 


A 


N 
C 


Hình 3.13 


AB+` Dẻ. 
4 


Hệ thức trên chứng tỏ rằng ba vectơ MN, AB, DC đồng phẳng. 
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3.1. 


3.2. 


3.3. 
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% đụ 2. Cho hình hộp ABCD.EFŒH. Gọi T là giao điểm hai đường chéo của 
hình bình hành ABFE và K là giao đi điểm hai ¡ đường chéo của hình bình hành 


BCGF. Chứng minh rằng ba vectơ BD, IK, GF đồng phẳng. 
Guả 


Vecdơ BD có giá thuộc mặt phẳng 


A D 
(ABCD). Vectơ IK có giá sọng song với N4 
đường thẳng AC thuộc mặt phẳng (ABCD). g^ ——C 


Vectơ ỚF có giá Song, song với đường 
thẳng 8C thuộc mặt phẳng (ABCP). -Vậy ba k 
Vectơ BD, IK, GF đồng phẳng (h.3.14). 
F 
Cách khác. Hình 3.14 
Ta có BD= BC+CD = -ŒGF+(AD- AC) 
= -GF ~GF~2IK (vì AC =2IK ). 


Vậy BD =-2GF -2IK. Hệ thức này chứng tỏ rằng ba vectơ BD, GF, IK 
đồng phẳng. 


C. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 
Cho hình lập phương ABCD.A BC” cạnh a. Gọi Ó và Ó“ theo thứ tự là tâm 
của hai hình vuông ABCD và ABC“. 
a) Hãy biểu diễn các vectơ AO, Aơ theo các vectơ có điểm đầu và điểm 
cuối là các đỉnh của hình lập phương đã cho.. 
b) Chứng minh rằng AD+ D€ + DA = AB. 
Trong không gian cho điểm Ó và bốn điểm A,B,C, D phân biệt và không 


thẳng hàng. Chứng minh rằng điều kiện cần và đủ để bốn điểm A, 8, C, D 
tạo thành một hình bình hành là : 


.OA+OC =OB+OD. 


Cho tứ diện ABCD. Gọi P và Q lần lượt là trung điểm của các cạnh AB và 
CD. Trên các cạnh AC và BD ta lần lượt lấy các điểm M, N sao cho 


3.4. 


3.5. 


36. 


3.7. 


AM _ BN _rự>0). 
BD 


AC : 
Chứng minh rằng ba vectơ PQ, PM, PN đông phẳng. 
Cho hình lăng trụ tam giác ABC.A'BC” có độ dài cạnh bên bằng a. Trên 
các cạnh bên AA”, BB', CC” ta lấy tương ứng các điểm M, N, P sao cho 
AM +BN+CP=a. 
Chứng minh rằng mặt phẳng (MNP) lì luôn luôn đi qua một điểm cố định. 


Trong không gian cho hai hình bình hành ABCD và ABC?” chỉ ‹ có chung 
nhau một điểm A. Chứng minh rằng các vectơ 8B”, CC”, DD' đông phẳng. 


Trên mặt phẳng (2) cho hình bình hành ArBi@ÐDI. Về một phía đối với mặt 
phẳng (2) ta dựng hình bình hành A.8,C,D,. Trên các đoạn AiA›, BỊ, 
Œ¡C¿, D,D, ta lần lượt lấy các điểm A, B,C, D sao cho 
_ CC, _ DD, 

AA, BB, CC; DD, 
Chứng minh rằng tứ giác ABC?D là hình bình hành. 
Cho hình hộp ABCD.A'B'CĐ' có P và R lần lượt là trung điểm các cạnh AB 
và A7D“. Gọi P, Q, @, K' lần lượt là tâm đối xứng của các hình bình hành 


-ABCD,CDDC,ABCDˆ,ADD^A.. 


a) Chứng minh rằng PP+ O0 + RÑ =0. 
b) Chứng minh hai tam giác PQR và P'@ 7 có trọng tâm trùng nhau. 
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§2. HAI ĐƯỜNG THẲNG VUÔNG GÓC 


A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


L TÍCH VÔ HƯỚNG CỦA HAI VECTƠ TRONG KHÔNG GIAN 
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1. Góc giữa hai vectơ 
Cho # và V là hai vectơ trong không b2 
Từ một điểm A bất: kì vệ vẽ 
AB= , AC= =y. Khi đó ta gọi góc BAC 


(0° <BAC<1809) là góc giữa hai vectơ -- 


¡ và V, kí hiệu (⁄,V). Ta có 
(ï,v)= BAC (h. 3.15). 


Hình 3.15 


2. Tích vô hướng 
Tích vô hướng của hai vectơ # và v đều khác vectơ 0 trong không gian là 
một số được kí hiệu là #.v xác định bởi : 

#.V=|ữ|.|Y|.eos(#, ÿ) 


_ 


Nếu = 0 hoặc V =0 thì ta quy ước #.V =0. 


3. Tính chất 


' 


Với ba vectơ đ, b,ể bất kì trong không gian và với mọi số k ta có : 
c«ảb=bä (tính chất giao hoán) ; 

© ä(Q+£)=ã.b+ä.£ (tính chất phân phối đối với phép cộng vect0) ; 
e (k3).b= k(ä.b) =ä.kb ; 


® 


. Vectơ chỉ phương của đường thẳng 


e Vectơ ä # 0 được gọi là vecfơ chỉ phương của đường thẳng đ nếu giá của 
vectơ đ song song hoặc trùng với đường thẳng đ. - 


® Nếu đ là vectơ chỉ phương của đường thẳng đ thì vectơ kđ với k # 0 cũng 
là vectơ chỉ phương của đ. 


® Một đường thẳng đ trong không gian hoàn toàn được xác định nếu biết một 
điểm A thuộc đ và một vectơ chỉ phương đ. của đ. 


3. Một số ứng dụng của tích vô hướng 


e Tính độ dài của đoạn thẳng AB : AB = [AB|= AE. 


e Xác định góc giữa hai vectơ # và v bằng cos(#, y) theo công thức : 


<1 


H. 


COS (1,V) = 


<l 


H 
II. GÓC GIỮA HAI ĐƯỜNG THẲNG 
Góc giữa hai đường thẳng a và b trong không gian là góc giữa hai đường thẳng 
đ' và b cùng đi qua một điểm bất kì lần lượt song song với a và b. 
II. HAI ĐƯỜNG THẲNG VUÔNG GÓC 


e Hai đường thẳng ø và b được gọi là vuông góc với nhau nếu góc giữa chúng 
bằng 90P. Ta kí hiệu ø.L b hoặc b L a. 


e Nếu ¡ và v lần lượt là các vectơ chỉ phương của hai đường thẳng ø và b thì 
a1 b6 #. =0. 


e Nếu z// b và c vuông góc với một trong hai đường thẳng đó thì c vuông góc 
với đường ihẳng còn lại. 


LU8 VẤN đề T 


ng dụng của tích vô hướng 


B. DẠNG TOÁN CƠ BẢN 


1. Phương pháp giải 
a) Muốn tính độ dài của đoạn thắng AB hoặc tính khoảng cách giữa hai điểm 


—I\ |—2 
A và ð ta dựa vào công thức : AB = [aø|= AB. 
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b) Tính góc giữa hai vectơ và ÿ ta dựa vào công thức : cos (, 7) 


— IV 

ˆ Jgl.|l 

c) Chứng m minh hai đường thẳng AB và CD vuông góc với nhau ta cần chứng 
minh AB. CD = 0. 


2. Ví dụ 


_#ï đụ 1. Cho hình lập phương ABCD.A'BCTD” cạnh a. Gọi Ó là tâm của hình 


vuông ABC? và § là một điểm sao cho : 


—` —— —_— —>¬ _-._ ——, my ¬ 


O$=OA+OB+OC+OD+OA'+OB'+OC” + OP”. 

Hãy tính khoảng cách giữa hai điểm Ó và $ theo 4. 
Giải 

Ta có OA + ÓC =0 : ØB +OD= 0 

và OAˆ+ÓC =20Ø” ; OB'+OD=200” 

với Ó” là tâm của hình vuông A'B'C”D' (h.3.16). 


—>` ——y ——, ——, 


Do đó : OS=OAˆ+OCˆ+OB/ +OD 


1=a. Hình 3.16 


= 40Ø mà 
Vậy los|= 4a. 


%í đụ 2. Trong không gian cho hai vectơ đ và b tạo với nhau một góc 1207. 


Hãy tìm lá + và |z-2 biết rằng |Z| = 3 em và li =5 cm. 


Giấi 
Từ một điểm Ó trong không gian dựng ÓA = đ 
và OB =b với AOB =120° (h.3.17). 
Sau đó ta dựng hình bình hành OACB. 


—¬  ——_—  — 


Ta có OC= đ+b và BẢ= OA-— OB= đ— b. 


e Xét tam giác OÁC ta có OAC = 609 


Hình 3:17 


| 
và ÓC? =OA2 + AC2 - 20A.AC cos609 = 9 + 25 -24⁄5:2 =]19, 


2 
, =19. 


—\2 Q.. 
Vậy |OC[ =|ä+ð 
Do đó ÌZ+|= /19 (em). . 
e Xét tam giác OAB ta có : BA?= OA? + OB? ~ 2.OA.OB cos1209 


=9+25-2.3.5 = =49. 


—-2 ¬I2 
vạy |BA[ =|ä-P[ =49. 


Do đó |# —ðÌ = 7 (em): 
%⁄í đụ 3. Cho tứ diện ABCD có hai mặt ABC và ABD là hai tam giác đều. 
a) Chứng minh rằng AĐ và CD vuông góc với nhau. 
b) Gọi M, N, P, Q lân lượt là trurfg điểm của các cạnh AC, BC, BD, DA. 
Chứng minh rằng tứ giác MNPQ là hình chữ nhật. 
| Giá - 

a) Ta có CD.AB = (AD~ A€).AB = AD. AB AC. AB. 
Đặt AB = a ta có AD = AB = AC = a (h.3.18). 
Do đó CP.A8 =|AP|.[ABÌcos60° laclÏAøl.cos6o° 

| =4 =8. =0. 
Vậy CD 1 AB. 
b) Ta có MN 1! PQ //AB 


_AB 
và MN =PQ= —— 


nên tứ giác M4NP@ là hình bình hành. 


Vì MN // AB và NP 1í CD mà AB L CD nên 
hình bình hành MNP@ là hình chữ nhật. 


Hình 3.18 - 
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UE 


VẤN đề 2 
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Chứng minh hai đường thẳng vuÔnø øóc với nhau 


1. Phương pháp giải 

— Cân khai thác các tính chất về quan hệ vuông góc đã biết trong hình học phẳng. 

~ Sử dụng trực tiếp định nghĩa góc của hai đường thẳng trong không gian. 

— Muốn chứng minh hai đường thẳng AB và CD vuông góc với nhau ta có thể 
chứng minh AB.CD= 0. 

2. Ví dụ 


1⁄# đụ 1. Cho hai vectơ đ và b đều khác vectơ 0. Chứng minh rằng đ và blà 
hai vectơ chỉ phương của hai đường thẳng vuông góc với ¡ nhau khi và chỉ khi 


lá +BÌ= |z- BỊ. 


Gửi _. 
Từ một điểm Ø trong không gian ta vẽ ÓA =đ, đ 
OB= b rồi vẽ hình bình hành A8 (h.3.19). TƯ NG 


O ms B 
Ta có OC=OA+OB=ä+b b 


—— —— Hình 3.19 - 
BA=OA-OB=ä-—b. | * 


Từ đó ta suy ra |#+b|=|#—0B| khi và chỉ khi |OC|=[BAÌ hay OC = BA nghĩa 


là khi và chỉ khi AC? là hình chữ nhật. Khi đó đ và b có giá là hai đường 
thẳng vuông góc với nhau. 


f đụ 2. Cho tứ diện đều ABCD cạnh a. Gọi Ó là tâm đường tròn ngoại tiếp tam 
giác BCD. Chứng minh đường thẳng AO vuông góc với đường - CD. 


Giải 
Ta có : 


AOCD =[AC+C0Ì.CD =AC.CD + CỔCD 


Do đó AO L CD (h.3.20). 
Hình 3.20 


% đụ 3. Cho hình lập phương ABCD.A BC ?D' có cạnh bằng a. Trên các cạnh 
DC và BB' ta lần lượt lấy các điểm M và N sao cho DM = BN = x với Ö < x < a. 
Chứng minh rằng hai đường thẳng AC” và MN vuông góc với nhau. 


.AD=£ (h.3.21). 


=Ị 


Đặt AA'=Z, AB = 
Ta có |zl=|bl =|£|= a 
và AC' = AA'+ AB + AD 


hay AC =đ +b+ể. 


Mặt khác MN = AN - AM 


=:(AB +BN) - (AD + DM) Hình 3.21 
với BN=*ä và DM =* b 
qa qa 


Do đó ACˆL MN. 
ø VẤN đề Z 
Dùng tích vô hướng để tính góc của hai đường thắng trong không gian 


1. Phương pháp giải 


e Muốn tính góc (0A, OB) ta có thể dựa vào công thức 
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ÓA..OB 


SE(0000)5 TT 


› và từ đó suy ra góc (OA,OB). 


Đặc biệt nếu OA.ÓØB =0 ta có (ÓA, OB) = 900. 


e Nếu # là vectơ chỉ phương của đường thẳng z và # là vectơ chỉ phương của 
đường thẳng b và (,v) = œ thì góc giữa hai đường thẳng a và b bằng # nếu 


œ<90° và bằng 1809 —-ø nếu #z >907, 


2. Ví dụ 
4 đụ 1. Cho hình lập phương ABCD.ABCĐ.. 
a) Tính góc giữa hai đường thẳng AC và DA. 
b) Chứng minh BD .L AC.. 
Giải 

a) Đặt AB=đ, AD=b, AA'=£ (h.3.22). 
Ta có AC = AB+AD=ä+b 

DA'=AA`—AD = £-b. 
AC.DA”_ (ä+b).(#—b) 


cos (AC, DA35= ——T ' —T~” TT “mTnN  ¬` 
lacllpal la+ø.l£-äl 


Giả sử hình lập phương có cạnh bằng x ta có : 


Hình 9.22 


` ¬2 
=—-...—` ++23_¬ .+_—_ x P¿ 
TT 07H im. iaa2 TmIẾI THÔ — 


x\2.x\2 2x2 2 


in _” - v2. Ð 
(vìà2.€=0, đ.b=0,b.ể =O0và b =x'). 


SỊ 


Vậy (AC, DA) =1209. 
Ta suy ra góc giữa hai đường thẳng AC và DA” bằng 60. 


Cách khác. Từ đỉnh C, nối CB” ta có CB' // DA”. Góc giữa AC và DA“ chính là 
góc giữa AC và CB”. Ta có AC” là tam giác đều có độ dài môi cạnh bằng 
x42 nên góc ACB =609 hay góc giữa hai đường thẳng AC và DA bằng 609. 


b) Ta cần tính góc giữa hai vectơ BD và AC. 
Ta có BD = AD- AB, AC = AB+ AD+ AA”. 
Vậy BD. AC =(AD-AB).(AB+ AD+ AA) = (b~3).(ä+b+£) 
" -.— xa ¬ 
=b.đ+b +bc-a-d.b-đ.c 
~2 2 

=0+b +0-đ“ +0-—-0=0. 

Vậy BD LAC.. 


4% áụ 2. Cho tứ điện đều ABCD cạnh a. Tính góc giữa hai đường thẳng AB và CD. 


Giải 
Đặt AB =đ, AC =b, AD =£ Ạ 
Ta có CD= AD- AC=ẽ£-b + 
—,›—— ¬ a 
— —— B.CD 4.(€— 
cos(A8,CD)=ÂPCD „ đŒ =5) 
[alilcpl Izl.lz-5] 
1 B p 
¬¬ ¬> qa.đ4.— —dq.qd.— 
_ đc —a‹b — 2-0 
q.a a? C 
Vì lzl=Ìb|=|El= a. Hình 3.23 


Vậy (AB, CD) =90° (h.3.23). 


C. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 
3.8. Cho tứ diện ABCD. Gọi Ở là trọng tâm của tam giác ABC. Chứng minh rằng 
GD.GA+GD.GB+GD.GC =0. 


3.9. Cho tứ giác ABCD. Gọi M, N, P, Q làn lượt là trung điểm của các đoạn AC, 
BD, BC, AD và có MN = PQ. Chứng minh rằng AB L CD. 


3.10. Cho hình chóp tam giác S.ABC có SA = SB = §C = AB = ÁC = a và BC = aAJ2. 
Tính góc giữa hai vectơ AB và Với 
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3.11. Cho hình chóp S.ABC có SA = SE = §C = AB = AC = z và BC = axÍ2. Tính 
góc giữa hai đường thẳng AB và SC. 


3.12. Chứng minh rằng một đường thẳng vuông góc với một trong hai đường 
thẳng song song thì vuông góc với đường thẳng kia. 


3.13. Cho hình hộp ABCD.A'BC””' có tất cả các cạnh đều bằng nhau (hình hộp 
như vậy còn được gọi là hình hộp thoi). Chứng minh rằng AC.L B7. 


3.14. Cho hình hộp thoi ABCD.ABC?D' có tất cả các cạnh bằng # và 
ABC = BBA = BBC = 60°. Chứng minh tứ giác A'WCD là hình vuông. 


3.15. Cho tứ diện ABCD trong đó AB.L AC, ABL BD. Gọi P và Q lần lượt là trung 
điểm của 4ð và CD. Chứng minh rằng AB và PQ vuông góc với nhau. 


§3. ĐƯỜNG THẲNG VUÔNG GÓC 
VỚI MẶT PHĂNG 


A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


I. ĐƯỜNG THẮNG VUÔNG GÓC VỚI MẶT PHẲNG 


Đường thẳng đ được gọi là vuông góc với mặt phẳng (an nếu đ vuông góc với 
mọi đường thẳng nằm trong (2). 


Khi đó ta còn nói (2) vuông góc với đ và kí hiệu đ L (2) hoặc (2) L đ. 


II. ĐIỀU KIỆN ĐỂ ĐƯỜNG THẲNG VUÔNG GÓC VỚI MẶT PHẲNG 


Nếu đường thẳng đ vuông góc với hai đường thẳng cắt nhau nằm trong mặt 
phẳng (2) thì đ vuông góc với (2). 


II. TÍNH CHẤT 


1. Có duy nhất một mặt phẳng đi qua một điểm cho trước và VUÔNg góc › ÍI 
một đường thẳng cho trước. 


2. Có duy nhất một đường thẳng đi qua một điểm cho trước và vuông góc với 
một mặt phẳng cho trước. - 
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IV. SỰ LIÊN QUAN GIỮA QUAN HỆ VUÔNG GÓC 
VÀ QUAN HỆ SONG SONG 


1. 


a) Cho hai đường thẳng song song. Mặt phẳng nào vuông góc với đường 
thẳng này thì cũng vuông góc với đường thẳng kia. 

b) Hai đường thẳng phân biệt cùng vuông góc với một mặt phẳng thì song 
song với nhau. 


. 4a) Cho hai mặt phẳng song song. Đường thẳng nào vuông góc với mặt 


phẳng này thì cũng vuông góc với mặt phẳng kia. 


b) Hai mặt phẳng phân biệt cùng vuông góc với một đường thẳng thì song 
song với nhau. 


. a) Cho đường thẳng ø và mặt phẳng (2) song song với nhau. Đường thẳng 


nào vuông góc với (2) thì cũng vuông góc với 4a. 
b) Nếu một đường thẳng và một mặt phẳng (không chứa đường thẳng đó) 
cùng vuông góc với một đường thẳng khác thì chúng song song với nhau. 


V. PHÉP CHIẾU VUÔNG GÓC VÀ ĐỊNH LÍ BA ĐƯỜNG VUÔNG GÓC 


1. 


Định nghĩa. Cho đường thẳng đ vuông góc với mặt phẳng (2). Phép chiếu - 
song song theo phương đ lên mặt phẳng (2) được gọi là phép chiếu vuông 
sóc lên mặt phẳng (đ). 


. Định lí ba đường vuông góc. Cho đường thẳng đ nằm trong mặt phẳng (2) 


và b là đường thẳng không thuộc (2) đồng thời không vuông góc với (2). 
Gọi ?“ là hình chiếu vuông góc của ở trên (2). Khi đó z vuông góc với b khi 
và chỉ khi ø vuông góc với b'. 


. Góc giữa đường thẳng và mặt phẳng 


Cho đường thẳng đ và mặt phẳng (2). Ta có định nghĩa : 

e Nếu đường thằng đ vuông góc với mặt phẳng (2) thì ta nói rằng góc giữa 
đường thẳng đ và mặt phẳng (2) bằng 909. 

e Nếu đường thắng đ không vuông góc với mặt phẳng (2) thì góc giữa đ và 


hình chiếu Z/ của nó trên (2) được gọi là góc giữa đường thẳng d và mặt 
phẳng (đ). 


Lưu ý rằng góc giữa đường thắng và mặt phẳng không vượt quá 90°. 


9.BT.HINHHOC11(C)-A 129 


B. DẠNG TOÁN CƠ BẢN 
Uø VẤN đề Ï 


Chứng minh đường thắng vuông góc với mặt phẳng 

1. Phương pháp giải 

Muốn chứng minh đường thẳng z vuông góc với mặt phẳng (2) người ta 

thường dùng một trong hai cách sau đây : 

e Chứng minh đường thẳng z vuông góc với hai đường thẳng cắt nhau nằm 
. trong (đ). 

e Chứng minh đường thẳng z song song với đường thẳng b mà Ö vuông góc 

với (@). - 
2. Ví dụ 


1ï áu 1. Hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông ABCD tâm Ó và có cạnh S4 
vuông góc với mặt phẳng (4ABCD). Gọi HH, ! và K lần lượt là hình chiếu vuông 
góc của điểm A trên các cạnh SB, $C và $D. 


a) Chứng minh BC 1 (SAĐP), CD L (SAD) và BD 1 (SAC). 
b) Chứng minh $C L (AHK) và điểm 7 thuộc (AHK). 
c) Chứng minh #jK 1 (SAC), từ đó suy ra HK L AI. 


Giải 
a) BC L AB vì đáy ABCD là hình vuông (h.3.24). 
BC L SA vì SA .L (ABCD) và BC C (ABCD). 


Do đó BC L (SAB) vì BC vuông góc với hai 
đường thẳng cắt nhau trong (S4). 


Lập luận tương tự ta có CD L AD và CD 1 §A 
nên CD 1 (S40). 


Ta có BD 1 AC vì đáy ABCD là hình vuông 
và BD L SA nên BD L (SAC). 


b) BC L (SA) mà AH c (54B) nên BC L AH Hình 3.24 
và theo giả thiết SB L AH ta suy ra AH L (SBC). 
Vì SC C (S%C) nên AH lL SC. 
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Lập luận tương tự ta chứng minh được AK L $C. Hai đường thẳng AH, AK cắt 
nhau và cùng vuông góc với $C nên chúng nằm trong mặt phẳng đi qua điểm A 
và vuông góc với $C. Vậy $C L (AHK). Ta có AI C (AHK) vì nó đi qua điểm 
Á và cùng vuông góc với S$C. - 

SALAB 


c) Ta có SA _L (ABCD 
)Tacó (A5C An. 


Hai tam giác vuông S4B và S4D bằng nhau vì chúng có cạnh S4 chung và 
AB=AD (c.g.c). Do đó SB = SD, SH = SK nên HK //! BD. 


Vì BD L (SAC) nên HK L (SAC) và do AI C (SAC) nên NÑK L AI. 

%⁄ đụ 2. Hình chóp S.ABCD có đáy là hình thoi ABŒD tâm Ó và có ŠA = $%C, 

SB=SỌ). 

a) Chứng minh SÓ vuông góc với mặt phẳng (ABCD). 

b) Gọi 7, K lần lượt là trung điểm của các cạnh BA, BC. 

Chứng minh rằng /K L (SBD) và IK L SD. 
Giá 

a) @ là tâm hình thoi ABCD nên Ó là 

trung điểm của đoạn AC (h.3.25). Tam 

giác SAC có $4 = $Œ nên S@ L AC. 

Chứng minh tương tự ta có SÓ L BD. Từ B 

đó ta suy ra SỞ L (ABC). 

b) Vì đáy ABCD là hình thoi nên AC L BD. 

Mặt khác ta có AC L SÓ. Do đó AC L (SBD). Ta có IK là đường trung bình 

của tam giác BAC nên /K // AC mà AC L (SBĐ) nên /K 1 (SBD). 


Ta lại có S nằm trong mặt phẳng (SBD) nên !K L $D. 


| 
sms VẤN đề 2 


Chứng minh hai đường thắng vuông Góc với nhau bằng, cách chứng mỉnh - 
đường thẳng này vuông góc với mặt phẳng chứa đường thẳng kia ˆ 


Hình 3.25 


1. Phương pháp giải 


- Muốn chứng minh đường thẳng ø vuông góc với đường thẳng b, ta tìm mặt 
phẳng (Ø) chứa đường thẳng ở sao cho việc chứng minh z .L ( dễ thực hiện. 
— Sử dụng định lí ba đường vuông góc. 
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2. Ví dụ 


4ƒ ấu 1. Cho tứ diện đều ABCD. Chứng minh các cặp cạnh đối diện của tứ diện 

này vuông góc với nhau từng đôi mội. 
Giải 

Giả sử ta cần chứng minh AB L CÐ. 


Gọi / là trung điểm của cạnh AB 
(h.3.26). Ta có : 


CI }L AB 
DILAB 


Do đó AB L CD vì CD nằm trong 
mặt phẳng (C1D). 
Bằng lập luận tương tự ta chứng minh Hình 3.26 
được BC L AD và AC L BD. 


%⁄ đụ 2. Cho tứ diện ÓABC có ba cạnh ÓA, ÓB, ÓC đôi một vuông góc với 
nhau. Kẻ ÓH vuông góc với mặt phẳng (ABC) tại H. Chứng minh : 
a) ÓA L BC, ÓB L CA và ÓC Ì AB; 
b) H là trực tâm của tam giác ABC ; 
m...... 
OHT OA” OB°` OC7 
Giải 

ØOA LOB 
a) Ta có ơ 

OALOC 


ị => AB Ì (CID). 


c) 


= ÓA 1 (OBC) > ÓA 1 BC (h.3.27). 
Tương tự ta chứng minh Ø8 L (OCA) = ØB L CA H327 
ÓC L (OAB) > ÓC L AB. 
b) Vì ÓH 1 (ABC) nên ÓOH Ì BC vàOA } BC 
=> BC 1 (OAH) > BC LAH. (1) 
Chứng minh tương tự ta có AC L (OBH) => AC L BH. Q). 
Từ (1) và (2) ta suy ra # là trực tâm của tam giác ABC. 


c) Gọi K là giao điểm của 4H và BC. Trong tam giác AÓK vuông tại Ó, ta có 
OH là đường cao. Dựa vào hệ thức lượng trong tam giác vuông của hình học 
phẳng ta có : 
1 1 \ 
OH“ˆ OA“ OK 
Vì BC vuông góc với mặt phẳng (24H) nên BC L ÓK. Do đó trong tam giác 
OBC vuông tại Ó với đường cao ÓK ta có : 


l l | 


— 2“ —.2†—”' (2) 
OKT OB` OC2 

Từ (1) và (2) ta suy ra : ——=- + +. 
OH  OA` OB` OC2 


Ví đu 3. Hình chóp S.ABCD có đáy là hình chữ nhật ABCD và có cạnh bên $4 
vuông góc với mặt phẳng đáy. Chứng minh các mặt bên của hình chóp đã cho 
là những tam giác vuông. 
Giải 
SA L (ABCD) > SA L1 AB và SA L AD (h.3.28). 
Vậy các tam giác $4 và SAD là các 
tam giác vuông tại A. 
CDL DA 


= CD 1 (SAD) = CD 1 §D »B 
CDLSA [ ” 
Chứng minh tương tự ta có : 
CB L AB 


=CB L (SAB) > Cũ 1 $§B. ì 
cp Lan J (SAĐ) | Hình 3.28 
Vậy tam giác SDC vuông tại D và tam giác SBC vuông tại Ö. 


Chú thích. Muốn chứng minh tam giác $S2C vuông tại D ta có thể áp dụng 
định lí ba đường vuông góc và lập luận như sau 


Đường thẳng Š có hình chiếu vuông góc trên mặt phẳng (AB8CD) là AD. 
Theo định lí ba đường vuông góc vì CD L AD nên CD L $ÐD và ta có tam giác 
SDC vuông tại Ð. 


Tương tự, ta chứng minh được C8 L $B và ta có tam giác $BC vuông tại B. 
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3.16. 


3.17, 


3.18. 


3.19. 


3.20. 


C. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 


Một đoạn thắng AB không vuông góc với mặt phẳng (ø) cắt mặt phẳng này 
tại trung điểm Ó của đoạn thẳng đó. Các đường thẳng vuông góc với (2) qua 
A và B lần lượt cắt mặt phẳng (Z/) tại A' và B'. 

Chứng minh ba điểm A', Ó, B” thẳng hàng và AA' = BB.. 


Cho tam giác ABC. Gọi (2) là mặt phẳng vuông góc với đường thẳng CA tại 

A và () là mặt phẳng vuông góc với đường thẳng Cð tại 8. Chứng minh 

rằng hai mặt phẳng (2) và () cắt nhau và giao tuyến đ của chúng vuông góc 

Với mặt phẳng (ABC). 

Cho hình lăng trụ tam giác ABC.A“B'C”. Gọi H là trực tâm của tam giác ABC 

và biết rằng 4H vuông góc với mặt phẳng (ABC). Chứng minh rằng : 

a)AA'ˆ.L BC và AA' L BC. 

b) Gọi MM” là giao tuyến của mặt phẳng (AHA) với mặt bên BCC”B', trong 
đó M c BC và M'ˆc BC”. Chứng minh rằng tứ giác BCC”®' là hình chữ 
nhật và MM' là đường cao của hình chữ nhật đó. 

Hình chóp tam giác S.ABC có đáy ABC là tam giác vuông tại A và có cạnh bên 

ŠA vuông góc với mặt phẳng đáy là (ABC). Gọi Ð là điểm đối xứng của điểm B 

qua trung điểm Ó của cạnh AC. Chứng minh rằng CD L CA và CD .L (SCA). 

Hai tam giác cân ABC và DBC nằm trong hai mặt phẳng khác nhau có chung 

cạnh đáy BC tạo nên tứ điện ABCD. Gọi 7 là trung điểm của cạnh BC. 

a) Chứng minh BC L AD. 

b) Gọi AH là đường cao của tam giác ADI. 

Chứng minh rằng 4H vuông góc với mặt phẳng (BCD). 


3.21. Chứng minh rằng tập hợp những điểm cách đều ba đỉnh của tam giác ABC là 
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đường thẳng đ vuông góc với mặt phẳng (ABC) tại tâm Ó của đường tròn (C) 
ngoại tiếp tam giác ABC đó. 


§4. HAI MẶT PHẲNG VUÔNG GÓC 
A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


I. GÓC GIỮA HAI MẶT PHẲNG 
Góc giữa hai mặt phẳng là góc giữa hai đường thắng lần lượt vuông góc với 
hai mặt phẳng đó. 
Nếu hai mặt phẳng song song hoặc trùng nhau thì ta nói rằng góc giữa hai mặt 
phẳng đó bằng 0°. 
e Xác định góc giữa hai mặt phẳng cắt nhau : 
Cho hai mặt phẳng (2) và () cắt nhau theo giao tuyến - c. Từ một điểm 7 bất kì 
trên c ta dựng đường thẳng z trong (2) vuông góc với c và dựng đường thẳng b 
trong (Ø) vuông góc với c. Khi đó góc giữa (2) và (Ø) là góc giữa hai đường 
thẳng a và b. 
e Diện tích hình chiếu của đa giác : $' = $cos Ø 
(với Š là diện tích đa giác nằm trong (2), Š” là diện tích hình chiếu vuông góc 
của đa giác đó trên (6), Ø là góc giữa (2) và ()). 


II. HAI MẶT PHẲNG VUÔNG GÓC 
1. Định nghĩa 
Hai mặt phẳng (2) và (Ø) được gọi là vuông góc với nhau nếu góc giữa hai mặt 
phăng đó là một góc vuông. 
Khi đó ta kí hiệu (2) L (Ø) hoặc (Ø) 1 (2). 


2. Tính chất 
a) Điều kiện cần và đủ để hai mặt phẳng vuông góc với nhau là mặt phẳng này 
chứa một đường thẳng vuông góc với mặt phẳng kia. 


b) Nếu hai mặt phẳng vuông góc với nhau thì bất cứ đường thẳng nào nằm 
trong mặt phẳng này và vuông góc với giao tuyến thì vuông góc với mặt 
phẳng kia. 

c) Cho hai mặt phẳng (2) và () vuông góc với nhau. Nếu từ một điểm thuộc 
mặt phẳng (2) ta dựng một đường thẳng vuông góc với mặt phẳng (/) thì 
đường thẳng này nằm trong mặt phẳng (2). 
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IH. 


IV. 
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d) Nếu hai mặt phẳng cắt nhau và cùng vuông góc với mặt phăng thứ ba thì 
g1ao tuyến của chúng vuông góc với mặt phẳng thứ ba đó. 


HÌNH LĂNG TRỤ ĐỨNG, HÌNH HỘP CHỮ NHẬT, 

HÌNH LẬP PHƯƠNG 

Hình lăng trụ đứng là hình lăng trụ có các cạnh bên vuông góc với các mặt đáy. 
Hình hộp chữ nhật là hình lăng trụ đứng có đáy là hình chữ nhật. 


Hình lập phương là hình lăng trụ đứng có đáy là hình vuông và các mặt bên 
đều là hình vuông. 


HÌNH CHÓP ĐỀU VÀ HÌNH CHÓP CỤT ĐỀU 


Hình chóp đều là hình chóp có đáy là một đa giác đều và có chân đường cao 
trùng với tâm của đa giác đáy. 


Phần của hình chóp đều nằm giữa đáy và một thiết điện song song với đáy cắt 
tất cả các cạnh bên của hình chóp đều được gọi là hình chóp cụt đều. 


Hai đáy của hình chóp cụt đều là hai đa giác đều đồng dạng với nhau. 


B. DẠNG TOÁN CƠ BẢN 


VẤN đề T ˆ 


Chứng minh hai mặt phẳng vuông sóc 

1. Phương pháp giải 

- Chứng minh mặt phẳng này chứa một đường thẳng vuông góc với mặt phẳng kia. 
- Chứng minh góc giữa hai mặt phẳng bằng 900. 

2. Ví dụ 


+ áu 1. Tứ diện ABCD có cạnh AB vuông góc với mặt phẳng (BC). Trong 
tam giác BCD vẽ các đường cao BE và DFƑ cắt nhau tại Ó. Trong mặt phẳng 
(ACD) vẽ DK vuông góc với AC tại K. Gọi H là trực tâm của tam giác ACD. 
a) Chứng minh mặt phẳng (ADC) vuông góc với mặt phẳng (4ðE) và mặt 
phẳng (AC) vuông góc với mặt phẳng (2FK). 


b) Chứng minh ØH vuông góc với mặt phẳng (ACĐ). 


Giải 
BE 1L CD 


a) Ta có : = CD L (ABE) 
ABLCD 


mà CD C (ADC) nên (ADC) L (ABÈ). 


._DFLBC 


Ta có : = DF Ì (ABC). 
DFPLAPB 


Ta suy ra DF L AC (h.3.29). 
Ta cũng có DK L AC. 


Do đó AC L (DKF) và mặt phẳng 
(ACD) chứa AC nên (ACD) L (DKF). 


b) Vì CD L (ABE) nên CD L AE. Hai 
mặt phẳng (A8E) và (DKF) đều 
vuông góc với mặt phẳng (ACĐ) nên 
giao tuyến ÓH của chúng vuông góc 
với mặt phẳng (ACĐ). 


Hình 3.29 


%⁄ đụ 2. Hình chóp S.ABCD có đáy là hình thoi A8CĐ tâm !, có cạnh bằng z và - 


đường chéo 8D = a. Cạnh $C = = vuông góc với mặt phẳng (ABCD). 


Chứng minh hai mặt phẳng (S48) và (S4) vuông góc với nhau. 


Giá: 
Vì ABCD là hình thoi nên 8D L AC. 
Vì $%C 1 (ABCD) nên $C L BD. 


Suy ra BD L (SAC), dẫn đến BD 1 §A. 


Trong mặt phẳng (SAC) hạ 1H 1 SA tại 
H, ta suy ra SA 1 (BDH) (vì SA 1 BD và 


$A LH). 
Do đó BH L SA và DH L §A (h.3.30). 


Vậy .BHD là góc giữa hai mặt phẳng 


(SAB) và (SAD). 


Hình 3.30 
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Hai tam giác vuông AHI và ACS có góc nhọn A chung nên đồng dạng : 


Do đó 1H _ SC — H= ALSC. @) 
AI AS AS_ 
Vì BD = a nên ABD là tam giác đều, do đó 
AI= SỀ = Ac= 2AI = a3. 


SA = \AC?+$Cˆ = 2+ BB _ 3442, 
2 2 
`a 3 a6 
SA Giá set ¬a ` 2 2 a. BD 
Thay các giá trị của AI, SC, $A vào (1) ta được : "HH = —“——=“—=—=_——- 
M Ề Ị 34/2 2 2 
2 


¿ _- s BD - 
Tam giác BHD có trung tuyến ?H ứng với cạnh BD băng = nên đó là tam 


giác vuông tại H hay BHD = 900. 
Vậy hai mặt phẳng (S4) và (SAC) vuông góc với nhau. 


đ vá đề 2 á 


Cho đường thắng a không vuông góc với 
mặt phẳng (P). Hãy xác định mặt phẳng 
(@) chứa a và vuông góc với (P). 

1. Phương pháp giải 


Từ một điểm Mí thuộc a, dựng đường /P 
thẳng b vuông góc với mặt phẳng (P) ta có 
(Ó) = (a, b) (h.3.31) Hình 3.31 


2. Ví dụ 


%7 đụ. Cho hình vuông ABCD cạnh a. Trên đường thẳng vuông góc với mặt 
phẳng (A8CĐ) tại A lấy điểm Š. Gọi (œ) là mặt phẳng chứa AB Và vuông góc 
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với mặt phẳng (SCD). Hãy xác định mặt phẳng (2). Mặt phẳng (z) cắt hình 
chóp S.ABCD theo thiết diện là hình gì ? 

lu) 
Trong mặt phẳng (SAD) dựng AH L 5D tại H 
(h.3.32). Ta có : 
DCLAD 


= DC 1 (SAD)— DC L AH. 
DC 1 $A 


AH LDC 


=AH 1 (SUC). 
AH1SD 


Gọi (ø) là mặt phẳng chứa AB đồng thời chứa 
AH trong đó AH vuông góc với mặt phẳng Hình 3.32 

(SDC). Vậy (ø) L (S0C) và (ø) = (AB, AH). 

Ta có AB // CD nên CD // (z) và H là điểm chung của (2) và (SCĐ) nên giao 
tuyến của (ø) và (SCD) là đường thẳng qua ƒ và song song với CD cắt $C tại 
E. Ta có thiết diện của (2) và hình chóp S.ABCD là hình thang AHEB vuông 
tại A và H vì AB L (SAD). 


C. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 


3.22. Hình hộp ABCD.ABC?D' có tất cả các cạnh đều bằng nhau. Chứng minh 
rằng AC L #Ð', AB' L CD' và AD' 1 CB'. Khi nào mặt phẳng (AA'CC) 
vuông góc với mặt phẳng (BB'D'D) ? 

3.23. Cho tứ diện ABCD có ba cặp cạnh đối diện bằng nhau là A8 = CD, AC = BD 
và AD = BC. Gọi M và N lần lượt là trung điểm của AB và CD. Chứng minh 
MN 1 AB và MN 1 CD. Mặt phẳng (CDM) có vuông góc với mặt phẳng 
(ABN) không ? Vì sao ? 


3.24. Chứng minh rằng nếu tứ diện ABCD có AB L CD và AC L BD thì AD L BC. 


3.25. Cho tam giác ABC vuông tại B. Một đoạn thẳng AD vuông góc với mặt phẳng 
-(ABC). Chứng minh rằng mặt phẳng (ABD) vuông góc với mặt phẳng (BCD). 


Từ điểm A trong mặt phẳng (ABD) ta vẽ AH vuông góc với BD, chứng minh 
rằng AH vuông góc với mặt phẳng (BCD). 
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3.26. 


3.27. 


Hình chóp S.ABŒPD có đáy là hình thoi ABCD cạnh a và có $A = ŠB = SC = đ. 
Chứng minh : 

a) Mặt phẳng (ABCD) vuông góc với mặt phẳng (SBD) ; 

b) Tam giác SBÐ là tam giác vuông tại S. 

a) Cho hình lập phương ABCD.AEŒC/D' cạnh a. Chứng minh rằng đường 
thẳng AC” vuông góc với mặt phẳng (A'BD) và mặt phẳng (ACC/A2 vuông 
góc với mặt phẳng (A'BD). 

b) Tính đường chéo AC“ của hình lập phương đã cho. 


3.28. Cho hình chóp đều S.ABŒ. Chứng minh 


a) Mỗi cạnh bên của hình chóp đó vuông góc với cạnh đối diện ; 
b) Mỗi mặt phẳng chứa một cạnh bên và đường cao của hình chóp đều 
vuông góc với cạnh đối diện. 


3.29. Tứ điện SABC có $A vuông góc với mặt phẳng (ABC). Gọi H và K lần lượt là 


3.30. 


trực tâm của các tam giác ABC và SBC. Chứng minh rằng : 

a) AH, SK và BC đồng quy. 

b) $C vuông góc với mặt phẳng (BWK) và (SAC) L (BHK). 

c) HK vuông góc với mặt phẳng (SBC) và (SBC) L (BHK). 

Tứ diện SABC có ba đỉnh A, B, € tạo thành tam giác vuông cân đỉnh Ö và 

AC = 2a, có cạnh $4 vuông góc với mặt phẳng (ABC) và §A = a. 

a) Chứng minh mặt phẳng (S4) vuông góc với mặt phẳng (SBC). 

b) Trong mặt phẳng (S4B) vẽ AH vuông góc với $B tại H, chứng minh 
AH 1 (SBC). 

€) Tính độ dài đoạn AH. 


d) Từ trung điểm OÓ của đoạn AC vẽ ÓK vuông góc với (S%C) cắt (SBC) tại 
K. Tính độ dài đoạn ÓK. 


3.31. Hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông ABŒC?D tâm Ó và có cạnh $4 vuông - 
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góc với mặt phẳng (ABC). Giả sử (2) là mặt phẳng đi qua A và vuông góc 

với cạnh S$C, (2) cắt $C tại !. 

a) Xác định giao điểm K của SÓ với mặt phẳng (2). 

b) Chứng minh mặt phẳng (SBD) vuông góc với mặt phẳng (SAC) và BD // (2). 

c) Xác định giao tuyến đ của mặt phẳng (SBD) và mặt phẳng (2). Tìm thiết 
diện cắt hình chóp S.ABCD bởi mặt phẳng (2). 


3.32. Hình chóp §.ABCD có đáy là hình thang vuông ABC? vuông tại A và D, có 
AB = 2a, AD = DC = a, có cạnh SA vuông góc với mặt phẳng (ABCD) và SA = a. 


a) Chứng minh mặt phẳng (S4) vuông góc với mặt phẳng (S2C), mặt 
phẳng (SAC) vuông góc với mặt phẳng (SC?Đ). 


b) Gọi ø là góc giữa hai mặt phẳng (SBC) và (ABCD), tính tanø. 
c) Gọi (2) là mặt phẳng chứa $D và vuông góc với mặt phẳng (SAC). Hãy 
xác định (2) và xác định thiết diện của hình chóp S.ABCD với (ø). 


§5, KHOẢNG CÁCH 


A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


I. ĐỊNH NGHĨA 


1. Cho một điểm Ó và đường thẳng a. Trong mặt phẳng (Ó, 2) gọi ; là hình 
chiếu của Ó trên z. Khi đó khoảng cách giữa hai điểm Ó và ! được gọi là 
khoảng cách từ điểm Ó đến đường thẳng a, kí hiệu là đ (Ó, a). 

. 2, Khoảng cách từ một điểm Ó đến mặt phẳng (2) là khoảng cách giữa hai điểm 
Ó vàH, với HH là hình chiếu vuông góc của Ó lên (2), kí hiệu là đ(Ó, (2). 

3. Khoảng cách giữa đường thẳng ø và mặt phẳng (2) song song với z là 
khoảng cách từ một điểm bất kì thuộc tới mặt phẳng (2), kí hiệu là 
đ(a, (2)). 


4. Khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song (2) và (), kí hiệu đ((, (), 
là khoảng cách từ một điểm bất kì của mặt phẳng này đến mặt phẳng kia. 


d2, (86) = 4(M, (6) với M € (2 
d(2, (86) = á(N, (2) với N e (0). 


3. Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau là độ dài của đoạn vuông góc 
chung của hai đường thẳng đó. 


II. LƯU Ý 


1. Tính khoảng cách có thể áp dụng trực tiếp định nghĩa hoặc tính gián tiếp, 
chẳng hạn có thể tính được đường cao của một tam giác (khoảng cách từ 
đỉnh tới đáy) nếu biết diện tích và số đo độ dài cạnh đáy của tam giác đó. 


2. Trước khi tính toán, cần xác định rõ yếu tố cần tính khoảng cách. 
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B. DẠNG TOÁN CƠ BẢN 
GC VẤN đc Ï 
Tìm khoảng cách từ điểm # đến đường thẳng m cho trước 


ˆ1. Phương pháp giải 


— Trong mặt phẳng xác định bởi điểm ẤM và đường thẳng m ta vẽ MH L m tại 
H. Ta có 4(M, m) = MH. Ta có thể sử dụng các kết quả của hình học phẳng để 
tính độ dài đoạn 1⁄H. 

~ Trong không gian dựng mặt phẳng (2) đi qua M và (2) vuông góc với zm cắt 
m tại H, ta có 4(M, m) = MH. Sau đó tính độ dài đoạn MH. 


2. Ví dụ 


1í đụ 1. Hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông ABCD tâm Ó cạnh a, cạnh 
ŠA vuông góc với mặt phẳng (ABC) và SA = a. Gọi / là trung điểm của cạnh 
$C và M là trung điểm của đoạn AB. 
a) Chứng minh đường thẳng /Ó vuông góc với mặt phẳng (ABCD). 

-_b) Tính khoảng cách từ điểm 7 đến đường thẳng CM. 


Giái 
a) Ta có SA .L (ABCP) mà 1O // SA do đó IO 1 (ABCĐ) (h.3.33). 


b) Trong mặt phẳng (A8CD) dựng H là hình chiếu vuông góc của O trên CM, 
ta có /H .L CM và IH chính là khoảng cách từ 7 đến đường thẳng CM. 

Gọi N là giao điểm của MO với cạnh 
CD. Hai tam giác vuông MHO và. 
O@M 

MC 


S 


M.NC đồng dạng nên 0H _ 
CN 


Hình 3.33 
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2 2 2 
` 2 2 2 a a _ 34 
và IH“ =]ÓO“ˆ+OH“ =—+——=——' 
g.+0 4 20' 10 
a3 _ a230 
Vậy kh h!H= ï 
y khoảng cách ï Na 10 


%⁄f áụ 2. Cho tam giác ABC với AB = 7 cm, BC = 5 cm, CA = 8 cm. Trên đường 
thẳng vuông góc với mặt phẳng (ABC) tại. A lấy điểm Ó sao cho AO = 4 em. 


Tính khoảng cách từ điểm Ó đến đường thẳng BC. 
Giải 
Ta dựng AH L BC tại H (h.3.34). 


Theo công thức Hê-rông, diện tích § của 
tam giác ABC là 


p(p-4)(p—b)(p—c) 


=.J100-5)10~7)00-—8) = 1043 (cm?). 
Á C 

_ -25 

25 _ 203 _ 1 V3 (em 

— BC _ 3 (em). 
Vì AH Ì BC nên ÓH L BC theo định lí ba 
đường vuông góc. b 
Ta suy ra O1? =OA?+ AH? = 16 +48 = 64. Hình 3.34 
Vậy OH=8cm. . 


TL vú đề 2 


Tìm khoảng cách từ điểm / đến mặt phẳng (2 

1. Phương pháp giải 

Dựng MH L (2 với H e (ø) và tính MH. 

2. Ví dụ 

%⁄ đụ 1. Cho góc vuông xOy và một điểm Ä⁄ nằm ngoài mặt phẳng chứa góc 


vuông. Khoảng cách từ M⁄ đến đỉnh @ của góc vuông bằng 23 cm và khoảng 


cách từ Ä tới hai cạnh Óx và Óy đều bằng 17 cm. Tính khoảng cách từ M đến 
mặt phẳng chứa góc vuông. 
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Giải 
Gọi 4 và 8 lần lượt là hình chiếu vuông góc của M trên Óx và Óy (h.3.35). 


Ta có MÓ = 23 cm, MA = MB = 17 cm. Gọi H là hình chiếu vuông góc của #ƒ 
trên mặt phăng (ÓA). 


Cần tính khoảng cách ÄM⁄H từ M 
đến mặt phẳng (O4). 


Theo định lí ba đường vuông góc 
ta có HA 1 ÓA và HB 1 ÓB. Do 
đó tứ giác OAHB là hình chữ nhật. 
Mặt khác vì MA = MB = 17cm 
nên HA = HB. Vậy tứ diện OAHB 
là hình vuông. Đặt ÓA = x ta có 
OH = x42. Do đó 


2 _ aư a2 _an2 —~ yA2_ An2 
MHˆ =MO“ -OH“ = MA“ -AH Hình 3.35 


= 237-2x7=17?-x” = xˆ=240 
Vậy MH? =172 ~ 240 = 49 nên MH = 7cm. 


4⁄ ấu 2. Tam giác ABC vuông tại A, có cạnh 4 = z nằm trong mặt phẳng (2), 
cạnh AC = a2 và tạo với (2) một góc 60”. 
a) Tính khoảng cách CHÍ từ € tới (2). 
b) Chứng minh rằng cạnh 8C tạo với (2) một góc @= 45”. 

Giải 
a) Gọi H là hình chiếu vuông góc , 
của € trên (2). Theo giả thiết 
ta có CAH = 60°, do đó 


CH = AC sin60° =aj5 3 


-4v6 (h.3.36). 
2 
b) Ta có CBH là góc của cạnh 
BC tạo với mặt phẳng (2). 
Vì BA L CA nên : 


Hình 3.36 


BC? = BA? + AC? =a2+2a2 =3a”= BC = a3. 


a\6- 
BC aj3 2 


Vậy CBH =45°. 


U8 VẤN đề Z 


Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau 


1. Phương pháp giải 

Ta có các trường hợp sau đây : 

a) Giả sử a và b là hai đường thẳng chéo 
nhau và ¿ L ö. 


- Ta dựng mặt phẳng (ø) chứa a và Hình 3.37 
- vuông góc với Ð tại Ö. 

- Trong (2) dựng BA L z tại A, ta được 

độ dài đoạn Að là khoảng cách giữa hai 

đường thẳng chéo nhau ø và b (h.3.37). 

b) Giá sử ø và b là hai đường thẳng chéo 

nhau nhưng không vuông góc với nhau. 


Cách ] : 


— Ta dựng mặt phẳng (2) chứa z và song 
song với b (h.3.38). Hình 3.38 
- Lấy một điểm Mí tuỳ ý trên b dựng 
MM' 1 (Ø) tại M.. 

- Từ M dựng ?' // b cất a tại A. 


~ Từ A dựng AB // MM' cắt b tại B, độ dài 
đoạn AB là khoảng cách giữa hai đường 
thắng chéo nhau z2 và ö. 


Cách 2 : 


— Ta dựng mặt phẳng (2) L z tại Ó, 
(2 cắt b tại I (h.3.32) Hình 3.39 


10.BT.HINHHOC11(C)-A lás 


— Dựng hình chiếu vuông góc của b là b“ trên (2). 

— Trong mặt phẳng (2), vẽ OH L b', He b-. 

— Từ H dựng đường thẳng song song với z cắt b tại B 

- Từ 8 dựng đường thẳng song song với ÓH cắt a tại A 

Độ dài đoạn AZ là khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau z và ở. 


2. Ví dụ 


'í đụ 1. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông ABCD cạnh a, có cạnh 
SA =hvà vuông góc với mặt phẳng (ABCĐ). Dựng và tính độ dài đoạn vuông 
góc chung của : 


a) SB và CD; b) SC và BD; c) $C và AB. 
| Giải 
. BC L SA 
a) Ta có => BC L (SAB) 
BC L AB 


=> BC L SB. 


Mặt khác BŒ L CD. Vậy BC là đoạn 
vuông góc chung của $%B# và C?D. 
Khoảng cách giữa ŠB và CD là đoạn 
BC = a(h.3.40). 


BD L SA 
b) Ta có c] = BD L (SAC) tại Ó. 


Hình 3.40 


BDLA 


Trong mặt phẳng (SAC) từ Ó hạ OH + &%C tại H ta có OH L SC và OH L BD vì 
BD L (SAC). Vậy ÓH là đoạn vuông góc chung của BD và SC. 


OH _ SA —g: 
Ta có KG = sinAŒS. Vậy ÓH = 0C5A _ av2 —P_5s 
ÓOC SC SC 2 Ïy2 +22 
„ AB .L SA 
c) Ta có - * = AB L (SAD). 
ABLAD 


Trong mặt phẳng (S4ĐÐ) ta có $Ð là hình chiếu vuông góc của SC, ta vẽ 
AK 1 SD tại K. Trong mặt phẳng (SCĐ) vẽ KE // CD với E e SC. 


Trong mặt phẳng (KE, AB) vẽ EF // AK với F e AB. Ta có AB và CD cùng 
vuông góc với mặt phẳng (§4Đ) nên 4B L AK và CD L AK. 


lác . 10.BT.HINHHOC11(C)-B 


„ 4K |L§ 


Ta có 
AKILCD 


| = AK 1 (SCD) > AK 1 SC. 


Vậy AK L AB và AK L §C. Vì EF // AK nên EF L AB và BE L $C. 

Do đó EFƑ là đoạn vuông góc chung của SC và AB. 

AS.AD _— ah — 

⁄í đụ 2. Cho tứ điện OABC có ÓA, ÓØB, ÓC đôi một vuông góc với nhau và 


ÓA = OB = ÓC = a. Gọi ï là trung điểm của 8C. Hãy dựng và tính độ dài đoạn 
vuông góc chung của các cặp đường thẳng : 


a) ÓA và BC ; b) A/ và ÓC. 
Giải 


Ta có EF= AK= 


_ OA LOI Ộ 

__8) Ta có = ÓÏ là đoạn vuông 
BC LOI 

góc chung của ÓA và 8C (h.3.41). 

BC _ a2, 
2 2 


Ta có OíF = 


„0C LOÓA : 
b) Ta có => ÓC L (ÓAP) tại Ó. 
OCLOB 


Từ 7 vẽ IK // ÓC thì !K vuông góc với mặt Hình 3.41 
phẳng (ÓOAB) tại trung điểm K của đoạn ÓB. 
Ta có AK là hình chiếu vuông góc của A/ trên 
mặt phẳng (oAP). 
Trong mặt phẳng (OAB) vẽ ÓOH L AK. Dựng HE // ÓC với E € AI và dựng 
EF 1 OH với F6 ÓC. Khi đó EF là đoạn vuông góc chung của A7 và ÓC. 
Ta có EF = 0H. 
| + | | | 5 
OAˆ OK?” aŸ BỈ da? 


Trong tam giác vuông ÓAK ta có : 


OH? 
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Án 


Khoảng cách giữa A7 và ÓC là EF = —— 


%⁄ đụ 3. Hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông ABCD tâm Ó có cạnh AB = a. 

Đường cao SỞ của hình chóp vuông góc với mặt đáy (ABC?D) và có SỐ = 4. 

Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng SC và AB. 
Giá 

Vì AB // CD nên AB // (SCĐD). Mặt khác, 

$C C (SCĐ) nên khoảng cách giữa AB 


và SC chính là khoảng cách giữa AB và 
(SCĐ) (h.3.42). 


Gọi !, K lần lượt là trung điểm của AØ, 
CD thì ta có Ó là trung điểm của IK và - 
IK LCD. Do đó : 

(AB, (SCĐ)) = đ(1I, (SCD)) = 24(Ó, (SCĐD)). 


CD LSO 
Ta có | =C l1 (SOK) 


Hình 3.42 


CDLOK 
= (SCD) L (SOK) với SK = (SCĐ) (GSOK). 
Trong tam giác kh. SÓK ta có OH | SK nên ÓH L (SCĐ), do dó 
OH = đ(Ó. (SCĐ)). 


Ta có mẽ cả co Ị Ý“—..... 
GÌ” ÓS” KT \” lại F s7 sự 
2 \ 
Do đó ÓjJ = a5, 
5 
Vậy d(SC, AB) = d(AB, (SCD)) = 24(O, (SCD)) = 20H = vn : 
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3.33. 


3.34. 


3.35. 


3.36. 


3.37, 
3.38. 


3.39, 


3.40. 


Œ. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 


Cho hình lập phương ABCD.A BC” cạnh a. Chứng minh rằng khoảng cách 
từ các điểm A”, B, D; C, B, D' tới đường chéo AC” bằng nhau. Tính khoảng 
cách đó. : 

Hình chóp Š$ABCD có đáy là hình vuông ABCD cạnh a. Các cạnh bên 
ŠA = §%B =%C = SD = a2. Gọi ï và K lần lượt là trung điểm của AD và BC. 
a) Chứng minh mặt phẳng (S!/K) vuông góc với mặt phẳng (SBC). 

b) Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng AD và SB. 


Cho hình lập phương ABCD.A BC D.. 

a) Chứng minh đường thẳng BC” vuông góc với mặt phẳng (A'B'CD). 

b) Xác định và tính độ dài đoạn vuông góc chung của A' và 8C”. 

Cho hình chóp Š.ABCD có đáy là nửa lục giác đều ABCD nội tiếp tr-^g 
đường tròn đường kính AD = 2a và có cạnh $4 vuông góc với mặt phẳng đáy 
(ABCD) với SA = ax6. 

a) Tính các khoảng cách từ A và 8 đến mặt phẳng (SCĐ).. 

b) Tính khoảng cách từ đường thẳng AD đến mặt phẳng (SBC). 


Tính khoảng cách giữa hai cạnh đối trong một tứ diện đều cạnh 4. 


Tính khoảng cách giữa hai cạnh AB và CD của hình tứ diện ABCD biết rằng 
AC = BC = AD = BD = a và AB =p, CD =4. 

Hình chóp tam giác đều S.ABC có cạnh đáy bằng 3z, cạnh bên bằng 2z. Gọi 
G là trọng tâm của tam giác đáy ABC. 

a) Tính khoảng cách từ § tới mặt phẳng đáy (ABC). 

b) Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng A8 và SG. 


Cho hình lãng trụ tam giác ABC.A'BEC' có tất cả các cạnh bên và cạnh đáy 


đều bằng a. Các cạnh bên của lăng trụ tạo với mặt phẳng đáy góc 60” và hình 
chiếu vuông góc của đỉnh A lên mặt phẳng (A“#C) trùng với trung điểm của 
cạnh #C”. 

a) Tính khoảng cách giữa hai mặt phẳng đáy của lăng trụ. 

b) Chứng minh rằng mặt bên BCC“#' là một hình vuông. 
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3.41. 


3.42. 


CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG III 


Trong các mệnh đề sau đây mệnh đề nào đúng ? Mệnh đề nào sai ? 

a) Cho hai đường thẳng z và b song song với nhau. Nếu có một đường thẳng 
đ vuông góc với a thì đ vuông góc với Ð. 

b) Hai đường thẳng phân biệt cùng vuông góc với một mặt phẳng thì chúng 
Song song với nhau. . 

c) Một mặt phẳng (ø) và một đường thẳng z cùng vuông góc với đường 
thẳng ? thì ø // (ø). 

d) Hai mặt phẳng (2) và (/) phân biệt cùng vuông góc với một mặt phẳng 

- (y) thì (œ) 0. 


e) Hai đường thẳng phân biệt cùng vuông gÓC với một đường thẳng thì 
chúng song song với nhau. 


Ð Hai mặt phẳng phân biệt cùng vuông góc với một đường thẳng thì chúng 
Song song. 


Xét các mệnh đề sau đây xem mệnh đề nào đúng, mệnh đề nào sai ? 

a) Qua một điểm, có duy nhất một mặt phẳng vuông góc với một mặt phẳng 
cho trước. . 

b) Qua một đường thẳng, có duy nhất một mặt phẳng vuông góc với một 
đường thẳng cho trước. 

c) Qua một điểm, có duy nhất một mặt phẳng vuông góc với một đường. . 
thẳng cho trước. 


d) Cho hai đường thẳng a và b. Nếu có mặt phẳng (2) không chứa cả a và b 
thì a và b chéo nhau. 


3.43. Trên mặt phẳng (2) cho hình vuông ABCD. Các tia Ax, By, Cz, D¡ vuông góc 


3.44. 
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với mặt phẳng (2) và nằm về một phía đối với mặt phẳng (2). Một mặt 

phẳng (Ø lần lượt cắt Ax, By, Cz, Đi tại A', BC”, D.. 

a) Tứ giác ABC” là hình gì ? Chứng minh rằng AA'+ CŒ”= BBˆ+ DD“. 

b) Chứng minh rằng điều kiện để tứ giác A'BŒC?D' là hình thoi là nó có hai 
đỉnh đối điện cách đều mặt phẳng (2. 

c) Chứng minh rằng điều kiện để tứ giác A'8Œ?' là hình chữ nhật là nó có 
hai đỉnh kể nhau cách đều mặt phẳng (Ø!. ' 


Hình chóp tam giác $S.ABC có đáy là tam giác đều ABC cạnh 7a, có cạnh sC 
vuông góc với mặt phẳng đáy (ABC) và SỂ = 14. 


3.45. 


3.46. 


3.47. 


3.48. 


3.49. 


a) Tính góc giữa SA và BC. 

b) Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau SA và BC. 

Cho tứ diện ABCD. Chứng minh rằng AB vuông góc với CD khi và chỉ khi 
AC? + BDˆ = AD? + BC”. 

Cho hình lập phương A8CD.A“B'CD'. Hãy tính góc của các cặp đường thẳng 

sau đây : 

a) AB và BC' ; b) AC” và CD”. 

Cho hai tia Ax và By vuông góc với nhau nhận AB làm đoạn vuông góc 


chung. Gọi M⁄ và N là hai điểm di động lần lượt trên Áx và By Sao: cho 
AM +BN=MN. 


Đặt AB = 2a, gọi Ó là trung điểm của A8 và H là hình chiếu vuông góc của 
điểm Ó trên đường thẳng MN. 


a) Chứng minh rằng ÓH = a, HM = AM, HN = BN. 
b) Gọi Bx là tia song song và cùng chiều với tia Ax và K là hình chiếu 
vuông góc của H trên mặt phẳng (Bx”, By). Chứng minh BK là phân giác 


2 “_ 7BĐ— 
của góc x By. 
c) Chứng minh điểm H nằm trên một đường tròn cố định. 


2ñ 


Hình thoi ABCD tâm O, có cạnh a và có OB = ———: Trên đường thẳng 
vuông góc với mặt phẳng (ABC?Đ) tại Ó ta lấy một điểm 5 sao cho $B = a. 

a) Chứng minh tam giác SAC là tam giác vuông và SC vuông góc với BD. 

b) Chứng minh (S4D) L (SA), (SŒB) L (SC?Đ). 

c) Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng SA và BD.' 


CÂU HỎI TRÁC NGHIỆM 


Cho hình hộp A8CD.A'B'C' với tâm Ó. Hãy chỉ ra đẳng thức sai trong các _ 
đẳng thức sau đây : : 


(A) AC'=AB+AD+AA; — (Bì AB+BC+CD+DÄ=0; 
(C) AB+AA`=AD+DD ; ˆ (Dị AB+BC+CC = AD+ ö+Óể. 


151 


3.50. 


3.51. 


¬ 


Cho hình lăng trụ tam giác ABC.A'BC.. Đặt AA”=ä, AB=b, AC =ẻ, 


BC =d. Trong các biểu thức vectơ sau đây, biểu thức nào là đúng ? 


(A) đ=b+£ ;. (B)đ+b+£+d=0; 
(C) b+ể-d=0; _ ®Đ)ä+b+£ =4. 
Cho tứ diện đều ABCD có cạnh bằng a. Hãy chỉ ra mệnh để sai trong các 
mệnh đề sau đây : 
——— — 2 —— — 
(A) AB —. (B) AB L CD hay AB.CD=0;. 
(C) AB+CD+BC+DA=0; (D) AC.AD=ACCD. 


3.52. Hãy chọn mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau đây : 


(A) Cho hình chóp S.ABCD. Nếu có §B+ §D = SÁ+$C thì tứ giác ABCD là 
hình bình hành ; _ 
(B) Tứ giác ABCD là hình bình hành nếu A8 =CD ; 


(C) Tứ giác ABCD là hình bình hành nếu AB + BC+CD+DA=0 ; 
(D) Tứ giác ABCD là hình bình hành nếu 48+ AC = AD. 


3.53. Hãy tìm mệnh đề sai trong các mệnh đề sau đây : 


3.54. 


(A) Ba vectơ đ, b, c đồng phẳng nếu có một trong ba vectơ đó bằng vectơ 0 ; 
{B) Ba vectơ đ, b, ¿ đồng phẳng nếu có hai trong ba vectơ đó cùng phương ; 
(C) Trong hình hộp ABCD.A'B'C/D' ba vectơ AB”, CA”, DA” động phẳng ; 

(D) Vectơ #=ã+b+£ luôn luôn đồng phẳng với hai vectơ ä và b. 


Cho hình lập phương ABCD.A'BŒ?D/ có cạnh bằng a. Hãy tìm mệnh đề sai 
trong những mệnh đề sau đây : 


=ax3 ; (B) AD. AB = a2 H 
_( AB ..CD =0; (D) 24B+C +CD+ DA =0. 


3.55. 
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Trong các mệnh đề sau đây, mệnh đề nào là sai ? 
(A) Cho hai vectơ không cùng phương đ và b. Khi đó ba vectơ ẩ,b,ẻ 


đồng phẳng khi và chỉ khi có cặp số m, n sao cho ể = mẩ +nb, ngoài Ta 
cặp số ?m, n là duy nhất, 


(B) Nếu có mẩ +nb+ pể =0 và một trong ba số m, n, p khác 0 thì ba vectơ 
ả,b,ể đồng phẳng. | 

(C) Ba vectơ ä, b,ể đồng phẳng khi và chỉ khi ba vectơ đó cùng có giá 
thuộc một mặt phẳng. 


(D) Ba tia Óx, Óy, Óz vuông góc với nhau từng đôi một thì ba tia đó không 
đồng phẳng. 


_3.56. Cho hai điểm phân biệt A, 8 và một điểm Ó bất kì. Hãy xét xem mệnh đề 
nào sau đây là đúng ? 
(A) Điểm M thuộc đường thẳng AZ khi và chỉ khi OM = ÓB = kBÄ. 
(B) Điểm AM thuộc đường thẳng A# khi và chỉ khi OM = OB = k(OB—ÓA). 
(C) Điểm A⁄ thuộc đường thẳng A# khi và chỉ khi ÓM = kOA + (1 — #)OB. 
(D) Điểm M thuộc đường thẳng AB khi và chỉ khi OM =@ØA+ÓB. 
3.57. Các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng, mệnh đề nào sai ? 


(A) Hai đường thẳng phân biệt cùng vuông góc với một mặt phẳng thì song 
song với nhau. 

(B) Hai đường thẳng phân biệt cùng vuông góc với một đường thẳng thứ ba 
thì song song với nhau . 


(C) Hai mặt phẳng phân biệt cùng vuông góc với một mặt phẳng thứ ba thì 
song song với nhau. 


(D) Mặt phẳng (2) và đường thẳng 4 cùng vuông góc với đường thẳng b thì 
song song với nhau. 
3.58. Hãy xét sự đúng, sai của các mệnh đề sau (với a, b, c là các đường thẳng) : 
(A) Nếu a L b và b L cthìa//c; 
(B) Nếu a// b và b 1 c thì a Lc; 


(C@ Nếu az vuông góc với mặt phẳng (2) và b song song với mặt phẳng (2) 
thìa 5; 


(D) Nếu z 1 b, c.Lb và a cắt c thì b vuông góc với mặt phẳng (4, €). 


3.59. Cho các mệnh đề sau với (2) và () là hai mặt phẳng vuông góc với nhau với 
giao tuyến m = (2)  (Ø) và a, b, c, d là các đường thẳng. Hãy xét xem 
mệnh đề nào đúng, mệnh đề nào sai ? 

(A) Nếu a C (2Ø) và a.L m thì a.L (. 
(B) Nếu b L m thì b C (2) hoặc b c (). 
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(C) Nếu c //m thì c // (2) hoặc c // (9. - 
(D) Nếu đ Lm thì đ 1 (ø). 


3.60. Cho z, b, c là các đường thẳng. Mệnh đề nào sau đây là đúng ? 


(A) Nếu a L b và mặt phẳng (2) chứa z ; mặt phẳng (/) chứa b thì (2) L 9. 

(B) Cho z L ðb và b nằm trong mặt phẳng (2#). Mọi mặt phẳng (/) chứa z và 
vuông góc với b thì (6) L (2). 

(C) Cho z L b. Mọi mặt phẳng chứa b đều vuông góc với 4a. 

(D) Cho z // b. Mọi mặt phẳng (2) chứa e trong đó c L a và e L b thì đều 
vuông góc với mặt phăng (a, ?). 


3.61. Chọn mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau đây : 


(A) Qua một đường thẳng, có duy nhất một mặt phẳng vuông góc với một 
đường thẳng khác ; 

(B) Qua một điểm có duy nhất một mặt phẳng vuông góc với một mặt phẳng 
cho trước ; 

(C) Cho hai đường thẳng ø và b vuông góc với nhau. Nếu mặt phẳng (2ø) 
chứa a và mặt phẳng () chứa b thì (2) L (0; 

(q@D) Cho hai đường thẳng chéo nhau z và b đồng thời a L b. Luôn có mặt 
phẳng {2) chứa a để (2) L b. 


3.62. Trong các mệnh đề sau đây, mệnh đề nào đúng 2? 


(A) Cho hai đường thẳng z và b vuông góc với nhau, nếu mặt phẳng (® 
chứa z và mặt phẳng (/) chứa b thì (2) L (. 

(B) Cho đường thẳng z vuông góc với mặt phẳng (2), mọi mặt phẳng (Ø 
chứa z thì (9) .L (2). 

(C) Cho hai đường thẳng z và b vuông góc với nhau, mặt phẳng nào vuông 
góc với đường này thì song song với đường kia. 

(D) Cho hai đường thẳng chéo nhau z và b, luôn luôn có một mặt phẳng 
chứa đường này và vuông góc với đường thẳng kia. 


3.63. Cho tứ diện đều ABCD. Khoảng cách từ điểm Ð tới mặt phẳng (ABC) là : 
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(A) Độ đài đoạn DG trong đó G là trọng tâm của tam giác ABC ; 

(B) Độ dài đoạn DH trong đó H là hình chiếu vuông góc của điểm D trên 
mặt phăng (ABC) ; 

(C) Độ dài đoạn DK trong đó K là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC ; 

(D) Độ dài đoạn DJ trong đó 7 là trung điểm : của đoạn AM với # là trung 
điểm của đoạn BC. 


Trong các mệnh đề nêu trên mệnh đề nào là sai ? 


3.64. Cho hình lập phương ABCD.A'B'C”D' cạnh a. 


3.65. 


3.66. 


3.67. 


3.68. 


Trong các mệnh đề sau mệnh đề nào là đúng ? 

(A) Khoảng cách từ điểm A đến mặt phẳng (A'BD) bằng . 

(B) Độ dài đoạn AC bằng a3. 

(C) Khoảng cách từ điểm A đến mặt phẳng (CDD“C? bằng a2. 


(D) Khoảng cách từ điểm A đến mặt phẳng (BCC Ö') bằng _ 


Khoảng cách giữa hai cạnh đối trong một tứ diện đều cạnh ø bằng : 
aJ2 sa, 2a 
(A) 2 ; (B) —— (@ " ; (DÐ) 2a. 


Hãy chọn kết quả đứng, 


Hãy chọn kết quả đúng của bài toán sau đây : 

Hình chóp tam giác đều S.ABC có cạnh đáy bằng 3ø, cạnh bên bằng 2a. 

Khoảng cách từ đỉnh S tới mặt phẳng đáy là : 

(A)154;. — (B)a;_ (CO a2 ; (D) z3. 

Các mệnh đề sau mệnh đề nào là đúng ? 

(A) Đường vuông góc chung của hai đường thẳng z và b chéo nhau là một 
đường thẳng đ vừa vuông góc với a và vừa vuông góc với b. 

(B) Đoạn vuông góc chung của hai đường thẳng chéo nhau là đoạn ngắn 


nhất trong các đoạn nối hai điểm bất kì lần lượt nằm trên hai đường 
thẳng ấy và ngược lại. 


(C) Cho hai đường thẳng chéo nhau z và b. Đường vuông góc chung luôn 
luôn nằm trong mặt phẳng vuông góc với a và chứa đường thẳng b. 
(D) Hai đường thẳng chéo nhau là hai đường thẳng không song song với nhau. 


Cho hình hộp chữ nhật ABC) ABŒCTD' có ba kích thước AB = a, AD = b, 
AAˆ=c. Trong các kết quả sau đây kết quả nào là sai ? 


(A) Độ dài đường chéo 8D bằng va” +bˆ +c”. 
(B) Khoảng cách giữa hai đường thẳng 4B và CC” bằng b. 


(C) Khoảng cách giữa hai đường thẳng B8” và DD' bằng va” + ĐỂ. 


(D) Khoảng cách từ điểm A đến mặt phẳng (48D) bằng 2Ý a7 +b“+c7, 
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3.69. Tìm mệnh đề sai trong các mệnh đề sau đây : 

(A) Khoảng cách giữa đường thẳng z và mặt phẳng (2) song song với z là 
khoảng cách từ một điểm A bất kì thuộc ø tới mặt phẳng (2). 

(B) Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau a và b là khoảng cách từ 
một điểm M⁄ thuộc mặt phẳng (2) chứa z và song song với b đến một 
điểm N bất kì trên b. | 

(C) Khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song là khoảng cách từ một điểm 
M bất kì trên mặt phẳng này đến mặt phẳng kia. 

(D) Nếu hai đường thẳng z và b chéo nhau và vuông góc với nhau thì đường 
vuông góc chung của chúng nằm trong mặt phẳng (2z) chứa đường này 
và (z) vuông góc với đường kia. 


HƯỚNG DẪN GIẢI VÀ ĐÁP SỐ 


§1. VECTƠ TRONG KHÔNG GIAN 


lI— l—> 


3.1.a)s AO=— AC=—AC =2 (AB+AD] 
2 2 


t 


AÔ= AB+ BÓ= AB + - BÖ, va... 


—,_Ì 


S° AØ =>AC+AA' 


=2(AA'+AC)=s (AE + AD) 


2 


Hình 3.43 


AA'+AE+BD _ 


AB+ BB +2 BDỶ ,vx... 


b) AD+DC+ ĐA = AD+DC+CB 


( DC =DC và DA'=CB) nên AD+ ĐC + DAÄÏ = AB (h.3.43). 
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3.2. Giả sử bốn điểm A, B, C, D tạo thành một hình bình hành (h.3.44), ta có : 


BC = AD œ OC —OB =OD—OA (với điểm O bất kì ) 


© OC+OA=0D+OB. W 
Ngược lại giả sử ta có hệ thức : 
OC+OÓA =@OD+Q@B 
œ OC~0B=OD-~OA 5 
© BỀ =AP. _ 


Vì A, B, C, D không thẳng hàng nên h F 
tứ giác ABCD là hình bình hành. Hình 3.44 
34.3. la có _ ¬ Ạ 
P9 =sức +PD) | 
. | lr— — —, — P 
- 2|(AC~AP)+(BD- BP)] 
1 P 
= —| (AC+BD)~(AP + BP) 
0 
=J-1(AM+BN) - ẹ 
2 k Hình 3.45 
vì AC =-+L.AM và BD=+ BN 
k k 


—  —  — 


Đồng thời AM =AP+PM_ và BN =BP+PN ,nên 
— ] — — — — _ 
PQ = + (M+PN) vì AP+ BP=0, 


PpN. 
2k 


Do đó ba vectơ PO, PM, PN đồng phẳng (h.3.45). 
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3.4. 


Gọi Ớ và GỚ lần lượt là trọng tâm của tam giác ABC và tam giác MNP 
(h.3.46). Ta có : 


GŒ`=GA+ AM +MG' 
+ GG =GB+BN+NG” 
GŒ =GC+CP+ PG” 


s., 3GG” = (GA +GB+G€) +(AM + BN +CP) +(MG + NG + PG)). 


3.5. 


3.6. 
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Vì G là trọng tâm của tam giác ABC nên A' C 


GA+GB+GC =0 và Œ là trọng tâm của tam Nự 
giác MNP nên MG +NG +PG =0. 


P 
Do đó : 3GG = AM + BN +CP m 
TM RNanb< LẠA? 
hay GŒG = S(AM+BN+CP)=2AA Ạ c 
Vì điểm G cố định và AI là vectơ không B 
đổi nên Œ là điểm cố định. Vậy mặt phẳng Hình 3.46 
(MNP) luôn luôn đi qua điểm Œ” cố định. 
Ta có BB = BA+ AB, DD = DẢ+ AD (h.3.41). C 
Do đó BB+DD =(BA+DA)+ (AB+AD). — 
—_ — — — —. p 
Vì BA=CD và AB'+ AD = AC ——=< 
— —¬ ca mm 
nên 88+ DĐ '= (CD+ DA)+ AC”. i 
D 
Vậy BB`+ DD = CA+ AC =CC”. ¿ 


Hệ thức BB+DD=CC” biểu thị sự đồng Hình 3.47 


phẳng của ba vectơ BB, CC”, DP. 

Lấy điểm Ó cố định rồi đặt OA, =ấ¡, OB\ = bị, OC| =ẽ¡, OD) = dị (h.3.48). 
Điểu kiện cần và đủ để tứ giác AjBjC¡jD, là hình bình hành là 
đi +ế =bị +ái, (theo bài tập 3.2) (). 


Đặt ÓA¿ = ẩ, ÓB› =bạ, OCa =&, 
OD› =d,. Điêu kiện cần và đủ để tứ 
giác AsB›C›;D, là hình bình hành là : 
đa +ể =bạ +ả; (2) 


— —— ¬ 


Đặt ÓA=ä, OB=b, OC =£,OD=d. 


Ta có đẢI _a =. AAI =-3AA2 
AA› : 


Hình 3.48 


© OAi ~OA =~3(ÓA; —OA) 


© ẩ¡ ~ä =~3(ä; —3) 
= 
œ á= ca +32). 


Tương tự : b= “Ôi +38,), Z=2 Œị +38)), Ả=2 (ái +34), 


z 


Ö 1. - |... lL„ „V3... „ 
Ta có đ+c£ = —(@¡ +3ã2)+—(€£¡ +3c2) = —(@¡ +fy)+—(đ› +€ 
.i 2) 26 2) P_ 1) 21 2) 
V3? ” | = ,— l— c_ l_- —. 3— 
và b+d= —(b\ +3b;„)+—(äI +34, ) = —(b+đi)+—(b +4). 
4 4 4 4 
Từ (1) và (2) ta có đi +cl =bị+đị và ä; +ế; =b,+d, nên SUy ra : 
đ+£=b+ä © OA+OC=OB+QD 
© tứ giác ABCD là hình bình hành. 
.- PP®_ 1213 nz. Llna? 
3.7. a) Ta có : PP =24P, OO =2 ĐA , 


R# =2A4 (h.3.49). 


5E. 22+ 8E - Lang n2 7Ÿ 
Vậy PP +QQ + RR =5 (AD+ DA +A44)=0. 


Hình 3.49 
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§2. 


3.8. 


3.9. 
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b) Gọi Ở và Ớ lần lượt là trọng tâm các tam giác PQR và P'Q'R“ 
Theo câu a) ta có PPˆ+Q0 + RỂ =0. 
Do đó (PG+GG +GP)+(QG+GG +GŒ@Ø)+ (RG+GG +GR) =0 
c© (PG +QG+RG)+3GG + (GP. + GỢ + G®) = ö 
——— —ỒỐ7ẦẰ—— 
0 ö 
© 3GG =0 = G trùng với Ớ.. 


Vậy hai tam giác PQK và P'@R“ có cùng trọng tâm. 


HAI ĐƯỜNG THẮNG VUÔNG GÓC 

Ta có (h:3.50) : 

GD.GA + GD.GB + GD.GC = GD.(GA+GB+GC) 
=GD.0 =0 

(Vì Ớ là trọng tâm của tam giác ABC nên 


GA+GB+GC =0). 


Ta cần chứng minh 4B.CD =0 (h.3.51). 
— — — _„ — ¬ Hình 3.50 

Đặt AB=b, AC =c, AD=d. Ta có : "„ 

MN=MA+AN =~ -AC+2.(AB+ AD). 

Suy ra MN==(B+ả~#), 

QP =QA+ AP 


lI— — —— 
=— ~AD++(A8+ AC) 
2 2 


Hình 3.51 


1 ¬ ¬ 
=-=(b+c-đ). 
2\ c—đ) 


Theo giả thiết ta có MN = PO © MN. = ÓP”. 
(G+4-#)2=(+£~4)? œ ba-bẽ=de£ = bềTb.d~e.a 
© 2b.4-2b.# =0 
œ© b.(4—#) =0 
© AB.(AD- AC)=0 


© AB.CD =0 © AB LCD. 


3.10. Ta tính côsin của góc giữa hai vectơ $€ và AB. Ta có 
cos(SỐ,AB)= C48 _ a1 - ——--- 
Iscl.|2si a a7~ 


Theo giả thiết ta suy ra hình chóp có các tam giác đều là S4, SAC và các tam 


giác vuông là ABC vuông tại A và SBC vuông tại S. 


Do đó SÁLAB =a.ecos120 =~ 
và AC. AB =0. 

Vạ :2n -S+0 | 
ậy cos (Sứ, AB) = : =5 


hay (SC,AB)= 120° (h.3.52). 
Vậy góc giữa hai vectơ 4B và $C bằng 1209, 


3.11. Cách thứ nhất 
Dễ thấy tam giác ABC vuông tại Á nên 
AC.AB =0(h. 3.53) và tam giác SÁB đều 
nên (S4, AB) = 1209. 


$C.AB = (SẢ+AC).AB = SẢ-AB + AC.AB 


—| |—— 2 
= |sAl.[AB|.cos 1209 = _ 


Hình 3.53 


11.BT.HINHHOC11(C}+A 


lóI 


SC.AB 2 _ 1 


— cos(SC, AB) = ———=——-=-—- 
lscllaø| a2? 2 

Do đó góc giữa hai đường thẳng SC và AB bằng 609, 

Cách thứ hai 

Gọi M, N, P lần lượt là trung điểm của S4, SP, AC. Để tính góc giữa hai 
đường thẳng $C và AB, ta cần tính WMP. 


2 2 
3 5a 

Ta có NB= MP= Š. SP? =“—_. pP2= . 
2 4 4 

s8? 3a2 


BPˆ + SP? =2NP? +— =NP? =T— 


Mật khác NPŸ = NM? + MP” -2MN.MPcos NMP 


Li 
F › 4 Ị ° 
=>cosV)MP =— ¬g =—=—— NMfP = 120”. 


Vậy góc giữa hai đường thẳng $C và 
AB bằng 60°. 


3.12. Giả sử a//b vàc L a. Lấy điểm OÓ 
bất kì trên c, kẻ a”// a qua Ó suy ra. 
cOđ =90°. Dễ thấy a' // b nên eÓ# 
chính là góc giữa hai đường thẳng c và 
b, do đóc L b(h.3.54). 


Hình 3.54 


3.13. Từ giả thiết suy ra tứ giác ABCD là 
hình thoi, do đó AC L BD (h.3.55). 
Dễ thấy mặt chéo BDD'P' của hình 
hộp đã cho là hình. bình hành, do đó 
BD jJBD. Từ đó, theo bài 3.12 suy ra 
AC L BD“. 


Hình 3.55 
. 11.BT.HINHHOC11(C).B 


3.14. Trước hết ta dễ thấy tứ giác A'ECD là hình A D 
bình hành, ngoài ra 8C = a = CD nên nó là NHƯớN 
hình thoi. Ta chứng minh hình thoi ABŒD C 
là hình vuông (h.3.56). Thật vậy, ta có : 

CB .CD = (CB+ BB)).BA = CB.BA + BE .BA 


2 2 a 
=-S + “=0. 
22 P' 
Vậy tứ giác A BCD là hình vuông. Hình 3.56 


-315. PQ=PA+AC+CQ; 0) 
PQ=PB+BD+DQ. (2) 
Cộng từng vế (1) và (2) ta có 


2PQ = AC + BD (h.3.57). 


Suy ra 2PQ.AB = AC.AB + BD.AB = 0 


hay PQ.AB =0, tức là PQ L AB. 
l Hình 3.57 


§3. ĐƯỜNG THẮNG VUÔNG GÓC VỚI MẶT PHẲNG 


2100) , 

3.16. _, => AAˆJ/! BB.. 

BB l1 (øđ) 
Mặt phẳng (AA”, B8) xác 
định bởi hai đường thẳng 
song song AA”, BB” cắt mặt 
phẳng (2) theo giao tuyến 
qua Ó, A', 8. Do đó ba điểm 
O,A', B thẳng hàng. 
Hai tam giác vuông ÓAA' và 
OBB' bằng nhau vì có một 
cạnh huyền và một góc nhọn 
bằng nhau nên từ đó ta suy. 
ra AAˆ = BB' (h.3.58). 


Hình 3.58 
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3.17. Hai mặt phẳng (2) và (/) không thể trùng nhau vì nếu chúng trùng nhau thì 
từ một điểm C ta dựng được hai đường thẳng CA, CB cùng vuông góc với một 
mặt phẳng, điều đó là vô lí (h.3.59). 

Mặt khác (2) và () cũng không song song với nhau. Vì nếu (2) // #. thì từ 
CB L (Ø) ta suy ra CB L (2). 


.Như vậy từ một điểm C ta dựng được 

hai đường thẳng CA, CB cùng vuông 

góc với (2), điều đó là vô lí. 

Vậy (2) và (Ø) là hai mặt phẳng không 

trùng nhau, không song song với nhau và ( 

chúng phải cắt nhau theo giao tuyến đ, 

nghĩa là đ= (2) © (9). ⁄2] 
=CALd Hình 3.59 

—=d L (ABC). 


dc(ø) 
CA 1 (2) 


a<c) =>=CBlảd 
CB 1 (Ø) 


3.18. a) BC L AH và BC L A7 vì A1 L (ABC) 

= BC L (AHA) > BC L AA' 

và BC” L AA' vì BC /J BC. 

b) Ta có AA'// BB'/! CC? mà BC L AA' 
nên tứ giác BCŒ Ö“ là hình chữ nhật. Vì 
AA' // (BCC') nên AA“// MM/ và vì 
AAˆ Ì BC nên ta suy ra MM Ì BC và 
MM' L BC hay MM' là đường cao của 
hình chữ nhật BCC “ð' (h.3.60). 


— 3.19. Ta có SA L (ABC) =>X§A L DC C(ABC). 
Vì AC và BD cắt nhau tại trung điểm Ó 
của mỗi đoạn nên tứ giác ABCD là hình 
bình hành và ta có AB // DC. Vì 
AB Ì AC nên CD L CA. Mặt khác ta có 
CD L SA, do đó CD L1 (SCA) (h.3.61) 


Hình 3.61 
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3.20. a) Tam giác ABC cân đỉnh A và có / là 
trung điểm của Ö8C nên A/ L 8C. Tương 
tự tam giác DBC cân đỉnh Ð và có Ÿ là 
trung điểm của BC nên D/ L BC. Ta 


SUY Ta : 

BC L (AID) nên BC LAD. - B D 
b) Vì ØC L (A1D) nên BC L AH. 

Mặt khác ANH L ID nên ta suy ra. AH C 

vuông góc với mặt phăng (BŒĐ) (h.3.62). Hình 3.62 


3.21. Phần thuận. Nếu MA = MB = MC 
nghĩa là ⁄ cách đều ba đỉnh của tam 
giác ABC 'và MÔ vuông góc với mặt 
phẳng (ABC) thì ta có ba tam giác 
vuông MÓOA, MOB, MOC bằng nhau. 

__ Từ đó ta suy ra ÓA = ÓB = ÓC nghĩa là 
A, B, C nằm trên đường tròn tâm @Ó 
ngoại tiếp tam giác ABC. Vậy điểm M 
cách đều ba đỉnh của tam giắc ABC thì 
nằm trên đường thẳng đ vuông góc với 
mặt phẳng (ABC) tại tâm Ó của đường Hình 3.63 
tròn ngoại tiếp tam giác ABC (h.3.63). 


Phần đảo. Nếu ta lấy một điểm M bất kì thuộc đường thẳng đ nói trên thì ta có ba 
tam giác vuông MOA, MOB, MOC bằng nhau. Do đó ta suy ra MA = MB = MC 
nghĩa là điểm M cách đều ba đỉnh của tam giác ABC. 


Kết luận. Tập hợp những điểm cách đều ba đỉnh của tam giác ABC là đường 
thẳng đ vuông góc với mặt phẳng (ABC) tại tâm Ó của đường tròn (C) ngoại 
tiếp tam giác ABC đó. Người ta thường gọi đường thẳng ở là zrục của đường 
tròn (C). 


§4. HAI MẶT PHẲNG VUÔNG GÓC 


3.22. Theo giả thiết các mặt của hình hộp đều là hình thoi (h.3.64). 
Ta có ABCD là hình thoi nên AC L BD. 
Theo tính chất của hình hộp : BD//B'D”, do đó AC L BD.. 
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Chứng minh tương tự ta được 
AB.LCD',AD' } CB. 

Hai mặt phẳng (AA'CC) và (BBD'D) 
vuông góc với nhau khi hình hộp 
ABCD.A'B'CTD' là hình lập phương. 


3.23. Hai tam giác ABC và BAD bằng 
nhau (c.c.c) nên có các đường trung 
tuyến tương ứng bằng nhau : 

CM = DM (h.3.65). 


Ta có tam giác MŒPD cân tại Mí, do 
đó MN L CP vì N là trung điểm của 
CD. Tương tự ta chứng minh được 
NA = NB và suy ra MN L AB. Mặt 
phẳng (CDM) không vuông góc với 
mặt phẳng (ABMW) vì (CDM) chứa 
MỊN vuông góc với chỉ một đường . 
thẳng AB thuộc (ABM) mà thôi. 


3.24. Vẽ ANH L1 (BCP) tại H, ta có 
CD L AH và vì CD L AB ta suy ra. 
CD } BH. Tương tự vì BD L AC ta 

- suy ra BD L CH (h.3.66). 
Vậy ;ƒ là trực tâm của tam giác BCD 
tức là DH } BC. 


Vì AH L BC nên ta suy ra 8C L AD. 
Cách khác. Trước hết ta hãy chứng 
minh hệ thức : 


— —  — ——. 


AB.CD+AC.DB + AD. BC =0 
với bốn điểm A, B8, C, D bất kì. 


Thực vậy, ta có : 


Hình 3.66 
AB.CD = AB.(AD- AC) = AB. AD- AC. AB (1) 
AC.DB = AC(AB-~ AD) = AC.AB~ AC.AD @) 
AD. BC = AD.(AC - AB) = AD. AC- AD. AB 4) 


1ó6 


()+(2)+(3)© AB.CD + AC.DB+AD.BC =0 (4) 


Do đó nếu AB L CD nghĩa là A8.CD =0, AC L BD nghĩa là AC. BD =0 
từ hệ thức (4) ta suy ra 42. 8C =0, do đó AD L BC. 


3.25. Vì AD 1L (ABC) nên AD L BC. Ngoài ra 
BC 1 AB nên ta có 8C L (ABD) (h.3.67). 
Vì mặt phẳng (8CD) chứa BC mà BC L (ABD) 
nên ta suy ra mặt phẳng (BCĐ) vuông góc 
với mặt phẳng (ABD). 


Hai mặt phẳng (BCÐ) và (ABD) vuông góc 
với nhau và có giao tuyến là 8D. Đường 
thẳng AH thuộc mặt phẳng (ABD) và vuông 
góc với giao tuyến BD nên AH vuông góc 
với mặt phẳng (BC). 


Hình 3.67 


3.26. a) Gọi Ó là tâm của hình thoi, ta có AC L BD 
tại Ó (h.3.68). 
Vì $A = $SC nên SỞ L AC. 
Do đó AC vuông góc với mặt phẳng (SBĐ). 
Ta suy ra mặt phẳng (ABCĐ) vuông góc với 
mặt phẳng (SBD). 
b) Ba tam giác SAC, BAC, DAC bằng nhau 


(c.c.c) nên ta suy ra ÓS = ÓB = OD. Vậy 
. tam giác SBD vuông tại S. 


3.27. a) Ta có AB=AD=AA'=a 
_và CB=ŒD=€Aˆ= a2 (h.3.69). 
Do đó theo bài 3.21, vì hai điểm A và C7 
cách đều ba đỉnh của tam giác A'BD nên A 
và C” thuộc trục đường tròn ngoại tiếp tam 
giác BDA”. Vậy AC” L (BDA”). Mặt khác, vì 
mặt phẳng (ACC“A) chứa đường thẳng AC” 
mà AC” L (BDA) nên ta suy ra mặt phẳng 
(ACŒ A) vuông góc với mặt phẳng (BDĐA ). 


Hình 3.69 


Lố7 


4.28. a) Vì S.ABC là hình chóp đều nên AABCÐ. 


b) Ta có AC” là tam giác vuông có cạnh AC = ax4/2 và CC =a. 


Vậy AC” = AC?+CC? = AC? =2a2?+a2 =342. 


Vậy AC ˆ= a3. 


là tam giác đều và có $4 = $B = $C. Do đó 
khi ta vẽ SH L (ABC) thì H là trọng tâm 
của tam giác đều ABC và ta có AH L BC. 
Theo định lí ba đường: vuông góc ta có 
%A L BC (h.3.70). 


Chứng minh tương tự ta có ŠB L ÁC và 
S%C 1 AB. 


b) Vì BC L AH và BC 1 SÏ nên BC + (SAH). 


Chứng minh tương tự ta có CA | (SBH) 
và AB L (SCH). 


3.29. a) Gọi A' là giao điểm của AH và BC: Ta 


1ó8 


cần chứng minh ba điểm $, K, A/ thẳng 
hàng (h.3.71). 

Vì H là trực tâm của tam giác ABC nên 
AAˆ.1 BC. Mặt khác theo giả thiết ta có : 
»A-L (ABC), do đó SA L BC. Từ đó ta suy 
ra BC L (SAA? và BC L SA”. Vậy SA' là 
đường cao của tam giác SBC nên SA” phải 
đi qua trực tâm K. Vậy ba đường thẳng 
AH, SK và BC đồng quy. 

b) Vì K là trực tâm của tam giác SBC nên 
BK L SC. (Œ) 


B 


Hình 3.70 


Hình 3.71 


Mặt khác ta có BH L AC vì H là trực tâm của tam giác ABC và BH + SA vì 


SA 1 (ABC). 
Do đó BH L (SAC) nên BH L SC. (2) 


Từ (1) và (2) ta suy ra $C l (BHK). Vì mặt phẳng (SÁC) chứa $%C mà 


SC L (BHK) nên ta có (SAC) L1 (BHK). 


__ BC L(SAA), do đó BC .L HK 
e) Ta có : => HK L (SBC) 
SC L (BHK), do đóS$C L HK 


mặt phẳng (BHK) chứa HK mà HK L (SBC) nên (BHK) L (S5C). 


BC L AB 
3.30. a) => BC 1 (SAB) > GÉ ).L (S48) (h.3.72). 
BC 1 SA : 
b) AH L 5 mà SŠ# là giao tuyến của hai mặt phảng vuông góc là (SBŒ) và 
(SAB) nên AH L (SBC). 


c) Xét tam giác vuông SAB với đường 
cao AH ta có : 


L1 1 1. L_ 3, 
AHˆ AS“” AB Ề a2 2a* 2a7 
Vậy AH = #6. 
3 

d) Vì OK L (SBC) mà AH L (SBC) nên : 
OK /AH, ta có K thuộc CH. Hình 3.72 
or- 4H _ax6. 

2. 6 


3.31. a) Gọi / là giao điểm của mặt phẳng 
(2) với cạnh $C. Ta có (2) L &%Œ, 
AI C () > §SC L AI. Vậy AI là đường 
cao của tam giác vuông SAC. Trong 
mặt phẳng SAC, đường cao AI cắt SÓ 
tại K và A/ C (œ) nên K là giao điểm 
của SƠ với (đ. 


BD L AC 
b) Ta có => BD L (SAC). 
BD L$5A 
=> BD Ì SC. 


| Mặt khác BD C (SBD) nên (SBD) L (SAC). 


Vì BD L SC và (2) L SC nhưng BÚ không . Hình 3.73 
chứa trong (2) nên BD // (2 (h.3.73). 
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c) Ta có K = SỞ © (2) và SỐ thuộc mặt phẳng (SBD) nên K là một điểm 
chung của (2) và (SBD). Mặt phẳng (SBD) chứa BD // (2) nên cắt (2) theo 
giao tuyến đ // BD. Giao tuyến này đi qua K là điểm chung của () và (SBD). 
Gọi-M và N lần lượt là giao điểm của đ với $B và SD. Ta được thiết diện là tứ 
giác AMIN có đường chéo Aï vuông góc với SC và đường chéo MN song song: 
với BD. 

CDLAD 


3.32. a) Ta có =>(CD L (SAD) 
ŒD 1L SA 


= (SCDĐ) L (SAD) (h.3.74). 


Gọi / là trung điểm của đoạn AB. Ta 
có A/CD là hình vuông và /BCĐD là 
hình bình hành. Vì D7 / CB và 
DỊ L AC nên AC L CB. Do đó 
CB L (SAC). 


Vậy (SBC) L (SAC). 


b) Ta có @= SŒA tan @= ——= 
) ụ ụ ẠC 


DỊ LẠC 


C = DĨ 1 (SAC). 
DỊ 1 SA 


Vậy (2) là mặt phẳng chứa $D và vuông góc với mặt phẳng (S4C) chính là 
mặt phẳng (SD7). Do đó thiết diện của (2) với hình chóp S.ABCD là tam giác 
đều SD/ có chiều dài mỗi cạnh bằng a2. Gọi H là tâm hình vuông AICD ta 


có SH L DĨ và SH= — ax6, Tam giác SDE có diện tích : 
1 1 aý6 a3 
SA4ep¡=¬ SH.DI= ~ 2 2= 5 


§5. KHOẢNG CÁCH 


3.33. Điểm A cách đều ba đỉnh của tam giác đều A'BD vì ta có AB = AD = AA' = a, 
điểm C” cũng cách đều ba đỉnh của tam giác đều đó vì ta có : 


CB=CD=CA'= a2. 
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Vậy AC” là trục của đường tròn 
ngoại tiếp tam giác A?BD, tức là 
đường thắng AC” vuông góc với mặt 
phẳng (48D) tại trọng tâm 7 của 
tam giác A8D. Ta cần tìm khoảng 
cách A7 (h.3.75). 


Ta có A = BỊ = DỊ = Š A'O với O 
là tâm của hình vuông ABCD. | 


3 


-Ta lại có A'Ó = BD— 


Mộ... 


Hình 3.75 


VayA1= 2A'o =2.56 „a6, 

3 3 2 3 
Tương tự điểm Ccách đều ba đỉnh 
của tam giác đều CD, tính được 
khoảng cách từ C, 8”, Ð' tới đường 
chéo AC”. 


——=—=--—-—¬--->t>*^ 
X 


3.34. a) Gọi Ó là tâm hình vuông ABCD, 
dễ thấy /, Ó, K thẳng hàng (h.3.76). Vì 
K là trung điểm của BC nên SK L BC. 


BC L $K A 5 
ó | — BC 1 (SIK). ¬ 
BC L OK Hình 3.76 
Do đó (SBC) L (SIK). 


b) Hai đường thẳng AD và $B chéo nhau. Ta có mặt phẳng (SBC) chứa SB và 
song song với AD. Do đó khoảng cách giữa AD và SB bằng khoảng cách giữa 
AD và mặt phẳng (SBC). Khoảng cách này bằng khoảng cách từ điểm 7 đến 
mặt phẳng (SBC). 


Theo câu a) ta có (57K) L (5%) theo giao tuyến SK và khoảng cách cần tìm là 
IM, trong đó M là chân đường vuông góc hạ từ / tới SK. Dựa vào hệ thức 


J 
IM.SK = SO.IK, ta có IM = 
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2 
Ta lại có : SK2 = §B? ~ BK2 = 2a2 _—- - §.= 47 
2 

và $Ó” = §A?—OA7 =2aŸ — aV2 | _3a2 — sọ 443 _ a6, 

2 2 J2 2 

. 42 
Do đó Tự = SOIK _ a6. aÝT _ aj42. 
$%K — 2 2 7 
, 42 

Vậy khoảng cách giữa hai đường thăng AD và Sð là băng CA ï 


3.35. a) Ta có BC L BC' vì đây là hai đường chéo của hình vuông BECC 
(h.3.77).. 


Ngoài ra ta còn có : A“ˆL (BEBŒ“C)> AT? L BC. 


Từ đó ta suy ra BC“ L (ABC) vì mặt 
phẳng (A'BCD) chứa đường thẳng A'® 
và BC cùng vuông góc với BC”. 

b) Mặt phẳng (AB) chứa đường thẳng 
AB và song song với BC”, ta hãy tìm hình 
chiếu của BC” trên mặt phẳng (AB'D'. 
Gọi E, Ƒ lần lượt là tâm các hình vuông 
ADDA, BCCB. Kẻ FH L EB' với 
HeEB, khi đó FH nằm trên mặt phẳng 
(A'CD) nên theo câu a) thì FH L BC” 
hay FH L AD. Vậy FH L (AB7)), do đó 
hình chiếu 8C” trên mặt phẳng (A8) là 
đường thẳng đi qua H và song song VỚI 
BC. Giả sử đường thẳng đó cắt AĐ' tại K 
thì từ K vẽ đường thẳng song song với 
HF cắt BC' tại L. Khi đó KL là đoạn 
vuông góc chung cần dựng. Tam giác ___ Hình 3.77 
BEF vuông tại F nên từ công thức 

l1 1 

FH2 FEO FBS 


KL=rM= SỀ. 


ta fính được. 
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Nhận xét. Độ dài đoạn vuông góc chung của AB” và BC” bằng khoảng cách 
giữa hai mặt phẳng song song (48) và (BC?) lần lượt chứa hai đường 


NH 


: ` 1„ 
thăng đó. Khoảng cách này bảng 3A cC= _ 
3.36. a) Vì ABCD là nửa lục giác đều nội tiếp trong đường tròn đường kính AD = 2a 
nên ta có : AD // BC và AB = BC = CD = a, đồng thời AC L CD, AB L BD, 
AC = BD = a3 (h.3.78). 
—__ CDLAC 
Như vậy 
CD L$A 


Š 


ị = CD L (SAC). 


Trong mặt phẳng (SAC) dựng AH L $C 
tại H ta có AH l CD và AH 1 $C nên 
AH 1 (SCD). 


Vậy AH = d(A, (SCD)). 


Xét tam giác SAC vuông tại A có AH 
là đường cao, ta có : 


"4... 
AH} SA?” AC? 
-_L „L1, 
(6° (al3° 2aŸ 
Vậy AH? = 2a” = AH = a2. 


Gọi 7 là trung điểm của AD ta có BỊ // CD nên Bỉ song song với mặt phẳng 
(SCD). Từ đó suy ra 48, (SCĐ)) = đ(1, (SCĐ)). 


Mặt khác A7 cất (SCD) tại D nên 


Hình 3.78 


245. 
2 


dU. (SC)) = 24A, (SCD)) == aJ2= 


a2 


Do đó : đ(, (SCĐD)) = _ 


b) Vì AD // BC nên AD // (SBC), do đó 4(AD, (SBC)) = đ(A, (SBC)). 
Dựng A4 1 BC tại E = BC L (SAE). 
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: nỗ AFILSE 
Dựng AF L SE tại Ƒ ta có : = AF 1 (SBC). 
AF L BC (vì BC 1 (SAE)) 


Vậy AF = đ(A,(SBC)) = a4(AD, (SBC)). . 
—— 3 
Xét tam giác vuông AEB ta có : AE = AB sin ABE = asin60° = s5, 
Xét tam giác SAE vuông tại A ta có : 
| J1 | Ũ 9 
X 


——_¬+—— - +————_-—— 


AF?. SA? AE” (a6) (s£Ï 6a 
_ 2 


- 


. 2 
Do đó AF2 =6“ — Ar= a6 
9 3 
a6 


Vậy đ(AD, (SBC)) = AF = 


3.37. Giả thiết cho ABCD là tứ diện đều 

nên các cặp cạnh đối diện của tứ diện 
đó có vai trò như nhau. Do đó ta chỉ 
cần tính khoảng cách giữa hai cạnh AB. 
và CD là đủ (h.3.79). 
Gọi 7 và K lần lượt là trung điểm của 
AB và CD. Dễ thấy !K là đoạn vuông 
góc chung của AB và CD nên nó chính 
là khoảng cách giữa AB và CD. 


Tam giác BKT vuông tại Ï. Ta có : 


IK? = BK? - BỊ? = 2/3] _ 4| .#. Hình 3.79 
2 2 2 
Vậy /K = ma, 


3.38. Gọi 7 và K lần lượt là trung điểm của AB và CD (h.3.80), ta có IK là đoạn 
vuông góc chung của AB và ŒD và độ dài đoạn /K là khoảng cách cần tìm : 
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2 
IK? =BK?- BI? = BK? -T 

2 
mà BK? = BC? —CK7 =aŸ cả 


2-2 
Vậy IK?=a?—? - . 


Do đó /K = 24a? -(pˆ+42) 


với điều kiện 4a” —(pˆ +4”) >0. 


3.39. a) SƠ là trục đường tròn ngoại 
tiếp tam giác đều ABC nên 
$G L (ABC) (h.3.81). Ta có 


SG? = SA? - Ag? 


2 
«e-l#] 


=4a2 -3a2 = đẺ. 


Vậy khoảng cách từ § tới mặt Hình 3.81 

phẳng (ABC) là độ dài của đoạn 

SG = 4. 

b) Ta có CG L AB tại H. Vì ỚH là đoạn vuông góc chung của AB và $G, do đó 
HG = : HC mà HC '= = nên #G = = 


3.40. a) Gọi / là trung điểm của cạnh 8C”. Theo giả thiết ta có A! L (AC) và 
AA”I = 609. Ta biết rằng hai mặt phẳng (ABC) và (A'B'C)? song song với nhau 
nên khoảng cách giữa hai mặt phẳng chính là khoảng cách A/ (h.3.82). 


3 3 
Do đó A/ = AA“.sin60° = 21) SỐ, 
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. BC LAI , 

b) ,.„ =>BC' 1 (AIA2 
BC LAI 

>BC ˆ.LAA' 

Mà AA“// BB' //CC' nên BC”L BB.. 

Vậy mặt bên BŒCŒ“” là một hình 

vuông vì nó là hình thoi có một 

góc vuông. 


Hình 9.82 


CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG III 


3.41. a) Đúng b) Đúng c) Sai 

đ) Sai e) Sai Ð Đúng. 
3.42. a) Sai b) Sai 

c) Đúng đ) Sai. 


3.43. a) Ta có hai mặt phẳng song song là : 
(Ax, AD) // (By, BC). 


Hai mặt phẳng này bị cắt bởi mặt 
phẳng (/) nên ta suy ra các giao tuyến 
của chúng phải song song nghĩa là 
AD'/BC' (h.3.83).- 


Tương tự ta chứng minh được 
ABˆ/DC.” Vậy ABC T' là hình bình 
hành. Các hình thang AAŒ(Œ và 
BBDD đều có OO' là đường trung 
bình trong đó @ là tâm của hình 
vuông ABŒD và O” là tâm của hình 
bình hành A'8€ŒfD“. Do đó : 
AAˆ+CC” = BB' + DD' = 200. 

b) Muốn hình bình hành A'8€CD' là hình thoi ta cần phải có AC” L BD“. Ta 
đã có AC L BD. Người ta chứng minh được rằng hình chiếu vuông góc của 


Hình 3.83 
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một góc vuông là một góc vuông khi và chỉ khi góc vuông đem chiếu có ít 
nhất một cạnh song song với mặt phẳng chiếu hay nằm trong mặt chiếu. Vậy 
A'BCT' là hình thoi khi và chỉ khi AC” hoặc B7“ song song với mặt phẳng 
(2) cho trước. Khi đó ta có AAˆ= CC hoặc BB'ˆ = DD. 

c) Muốn hình bình hành A#C'Ð' là hình chữ nhật ta cần có A8 L 8Œ, nghĩa 
là A78 hoặc BC” phải song song với mặt phẳng (2). Khi đó ta có AA' = BB' hoặc 
BB' = CC, nghĩa là hình bình hành A8 C 7Ð“ có hai đỉnh kề nhau cách đều mặt 
phẳng (2) cho trước. 


3.44. a) Gọi H là trung điểm của đoạn 
BC (h.3.84). Qua A vẽ AD song 
song với 8C và bằng đoạn WC thì 
góc giữa 8C và SA là góc SAD. 
Theo định lí ba đường vuông góc, 
ta có SD L DA và khi đó : 


74q 

cos SAD= ÂD _ HC _ ~2_ _ 42, 
SA 5A 74/2 4 

_ Vậy góc giữa BC và $A được xác Hình 3.84 


định sao cho cos $4D = v. 


b) Vì BC // AD nên BC song song với mặt phẳng (S4). Do đó khoảng cách 
giữa SA và BC chính là khoảng cách từ đường thẳng 8C đến mặt phẳng (SA). 


Ta kẻ €K | ŠSD, suy ra CK L (SAĐD), do đó CK chính là khoảng cách nói 
trên. Xét tam giác vuông SCD với đường cao CK xuất phát từ đỉnh góc vuông Œ 
ta có hệ thức : 


| | | | | | 


———=——+———=——=——+—— 
CK? -SC? CD” CK” (4Ÿ (74JäŸŸ 
2 

BC43_ 7ax3 
tà CD=An= 8C*3 „ __ 

2 2 

4 +4 

mm... -...... L_. Vậy CK= a21. 


= + —= ———— — 
CK} 49a? 34947 34947 21a2 
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ữ<' Chú ý. Nếu kẻ KI // AD và kẻ j7 // CK thì /J là đoạn vuông góc chung của SA 
và BC. 

3.45. Giả sử AB 1 CD ta phải chứng minh ACŸ + BD2 = AD? +BC” (h.3.85). 
Thật vậy, kẻ BE LCD tại E, do AB LCD ta suy ra CD L (ABE) nên 


CD 1 AE. Áp dụng định lí Py-ta-go cho các tam giác vuông AEC, BEC, AED 
và BED ta có : 


AC? = AE? +CE? Ạ 
BDˆ = BE? + ED? 
BC? = BE? +EC? 
AD2 = AE2+ ED?. 

x z 2 2_ 2 2 
Từ đó ta suy ra AC“ + BD“ = AD“ + BC“. 


Ngược lại nếu tứ diện ABCD có C 
2 2 2 2 Hình 3.85 
AC“ +BD“ = AD“ + BC“ thì : 
AC” ~ ADˆ = BC? - BDẺ. 
Nếu AC? -AD” = BC? - BD” = k thì trong mặt phẳng (ACĐ) điểm A thuộc 
đường thẳng vuông góc với CÐ tại điểm H trên tia /D với ! là trung điểm 
k2? 
2CD- 


Tương tự điểm 8 thuộc đường thẳng vuông góc với CD cũng tại điểm H nói 
trên. Từ đó suy ra CD vuông góc với mặt phẳng (AB) hay CD 1 AB. 


của CD sao cho /H2 = 


Nếu AC? - ADˆ = BC? - BDˆ = —k7 thì ta có 
ADˆ - AC? = BD” - BC? = k7 và đưa về trường hợp xét như trên. 


0S” Chú ý. Từ kết quả của bài toán trên ta suy ra : 
Tứ diện ABCD có các cặp cạnh đối diện vuông góc với nhau khi và chỉ khi 
AB? +CD? = AC? + BD” = AD? + BC. 
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3.46. a) Ta có AB' // DC”. Gọi đ là góc 


giữa AB' và BC”, khi đó z= DCB 
(h.3.86). 

Vì tam giác BCD đều nên # = 60°. 
b) Gọi / là góc giữa AC” và CD“. 
Vì CD“ LCD và CD LAD 

(do AD L(CDDC)), 

ta suy ra CD” L (ADC'Đ'). 


Vậy CD L AC hay đ=900. 


Hình 3.86 


S” Chú ý. Ta có thể chứng minh /= 902 bằng cách khác như sau : 

Gọi ï và K lần lượt là trung điểm của các cạnh BC và A?D Ta có 
IK / CD“. Dễ dàng chứng minh được AICfK là một hình bình hành có bốn 
cạnh bằng nhau và đó là một hình thoi. Vậy AC” L 7K hay AC L CD” và 


8=90°. 


3.47. Theo giả thiết ta có ÄM và N là hai 


^ 


điểm đi động lần lượt trên hai tia Áx 
và By sao cho AM + BN = MỊN 
(h.3.87). 


a) Kéo dài MA một đoạn AP = BN, 
ta có MP = MN và OP=ON. 


Do đó AOMP = AOMN (c.c.c) 
= ÓA =ÓOH nên ÓH = a. 
Ta suy ra HM = AM và HN = BN. 


b) Gọi ÄM⁄ˆ là hình chiếu vuông góc 
của điểm AM trên mặt phẳng 
(Bx, By) ta có : 
HK !! MM' với Ke NM. 

KM'ˆ_ HM _ AM _ BM. 


cao KM( _ HM _ AM _ 
KH đó. PỤN BN BN 


Hình 3.87 


Do đó đối với tam giác BMM“ đường thẳng BK là phân giác của góc x By. 
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c) Gọi (Ø) là mặt phẳng (AB, BK). Vì HK // AB nên HK nằm trong mặt phẳng 
(Ø) và do đó H thuộc mặt phẳng (Ø. Trong mặt phẳng (/ ta có ÓH = a. Vậy 
điểm luôn luôn nằm trên đường tròn cố định, đường kính AÖ và nằm trong 
mặt phẳng cố định () = (AB, BK). 


3.48. a) Hai tam giác vuông SÓB và AOÓB có cạnh ÓB chung và Sö = AB = a nên 
chúng bằng nhau. Do đó SỞ = ÓA = ÓC suy ra tam giác SAC vuông tại S 
(h.3.88). 


Hình 3.88 


Mặt khác vì BD L AC và BD L SỐ nên BD | (SAC) > BD L $SŒC 
b) Gọi / là trung điểm của đoạn SA! 
Vì BS= BA =¿a nên B/ L SA 


Vì DS= ĐA =anên D[ L &A. Ta suy ra BID là góc của hai mặt phẳng (SAB) 
và (SAĐD). Trong tam giác vuông A@ð ta có : 


3 . 
= \ABˆ~OB? =j22 _á. _ œ6 (vì theo giả thiết Ø8 = KIÊN 
3.3. 3 
OAx2 _— ¿6 v2 _ a3. 


2 3.23 


Như vậy ta suy ra : Ó! = @B = ÓD do đó tam giác B/D vuông tại !, nghĩa là 
(SAB) L (S41). Chứng minh tương tự ta có (SŒB) L (SC?D). 


Vì SỞ = ỚØA nên ÓĨ = 


c) Khoảng cách giữa SA và 8D chính là độ dài đoạn vuông góc chung Óï. 


a3 


Ta có : O2Ï= ———- 
3 
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CÂU HỎI TRÁC NGHIỆM 


3.49. (C) 3.50. (C) 3.51. (D) 3.52.(A) 


3.53. (D) 3.54. (D) 3.55. (C) 3.56. (C) 
3.57. (A) là mệnh đề đúng còn (B), (C), (D) là mệnh đề sai. 


3.58. Mệnh đề đúng : (B); (C); (D). Mệnh đề sai : (A) 


3.59. Mệnh để đúng : (A). Mệnh đề sai : (B), (C), (D). 


3.60. (B) 3.61. (D) 3.62. (B) 3.63. (D) 
3.64. (B) 3.65. (A) 3.66. (B) 3.67. (B) 
3.68. (D) 3.69. (Bì. 


BÀI TẬP ÔN CUỐI NĂM 


I. ĐỂ BÀI 


1. 


Cho hai điểm phân biệt A, 8 và đường thẳng đ song song với đoạn thăng AP. 
Điểm C chạy trên đường thắng đ. Tìm tập hợp các trọng tâm của tam giác ABC. 


Trong mặt phẳng Óxy cho đường thẳng đ có phương trình x + 2y — 4 = 0. 
Viết phương trình của đường thẳng đ' là ảnh của đ qua phép đồng dạng có 
được bằng cách thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm Ó, tỉ số -2 và phép đối 
xứng qua trục Ôy. 


Tứ diện ABC có các cạnh ÓA, ÓB, ÓC vuông góc với nhau từng đôi một 
và có ÓA = a, OB =b, ÓC = c. Gọi ø, Ø, y lần lượt là góc hợp bởi các mặt 
phẳng (OB8C), (ÓCA), (AB) với mặt phẳng (ABC). 


2 


Chứng minh rằng cos“ # + coS ? đ+cos” 7=]. 


Hình chóp S.ABCD có đáy là hình thang vuông ABŒD vuông tại A và Ö. 
Hình thang có cạnh AD = 2a, AB = BC = a và hình chóp có cạnh S4 vuông 
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góc với mặt phẳng (ABCD). Gọi C“ và D' lần lượt là hình chiếu vuông góc 

của đỉnh A trên $C và $D. 

a) Chứng minh S8C = SCD = 909. 

b) Chứng minh ba đường thẳng AD', AC”, AB cùng nằm trong một mặt 
phẳng. Từ đó chứng minh rằng C“Ð' đi qua một điểm cố định khi đỉnh Š 
di động trên đường thẳng vuông góc với mặt phẳng (ABCĐ) tại A là Ax. 

c) Xác định và tính độ dài đoạn vuông góc chung của AB và SC khi AS = a2. 

Hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông ABCĐ cạnh a và có mặt bên $%4D 

là tam giác đều nằm trong mặt phẳng vuông góc với mặt phẳng (ABCD). Gọi 

/ là trung điểm của AD, M là trung điểm của AB, F là trung điểm của ŠB và 

K là giao điểm của BI và CM. 

a) Chứng minh rằng mặt phẳng (CMF) vuông góc với mặt phẳng (S/B) 

b) Tính BK và KF và suy ra tam giác BKF cân tại đỉnh K. 

c) Dựng và tính độ dài đoạn vuông góc chung của AB và $D. 

đ) Tính khoảng cách giữa hai đường thắng CM và SA. 

Hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông ABCD cạnh a, cạnh 5Á = a và 

vuông góc với mặt phẳng (ABCD). 

a) Chứng minh các mặt bên của hình chóp là những tam giác vuông. 

b) Mặt phẳng (2) qua A và vuông góc với $C lân lượt cắt $SB, $C, SD tại B', 
ŒC; D“ Chứng minh B?Dˆsong song với BD và AB” vuông góc với SB. 


.e) M là một điểm di động trên đoạn ÖC, gọi K là hình chiếu của Š trên DM. 


Tìm tập hợp các điểm K khi M di động. 
d) Đặt BM = x. Tính độ dài đoạn SK theo az và x. Tính giá trị nhỏ nhất của 
đoạn SK. 


Hình chóp S.ABŒCD có đáy là hình thoi ABCD tâm O cạnh a, góc BAD = 600. 

Đường thẳng SÓ vuông góc với mặt phẳng (ABCD) và đoạn $Ó = = Gọi E 

là trung điểm của BC, F là trung điểm của BE. 

a) Chứng minh mặt phẳng (SÓF) vuông góc với mặt phẳng (SBC'). 

b) Tính các khoảng cách từ Ó và A đến mặt phẳng (SB8C). 

c) Gọi (2) là mặt phẳng qua ÁD và vuông góc với mặt phẳng (SBC). Xác 
định thiết diện của hình chóp với (2). Tính diện tích thiết điện này. 

đ) Tính góc giữa (đ) và (ABCD). 


19. 


Cho tam giác đều S4 và hình vuông ABCD cạnh z nằm trong hai mặt 
phẳng vuông góc với nhau. Gọi #ƒ, K lần lượt là trung điểm của AB, CD và 
E, F lần lượt là trung điểm của SA, SB. 

a) Tính khoảng cách từ A đến mặt phẳng (SCD) và tang của góc giữa hai mặt 
phẳng (SA) và (SCD). 

b) Gọi Ở là giao điểm của CE và DF. Chứng minh CE vuông góc với $A và 
DF vuông góc với S$B. Tính tang của góc giữa hai mặt phẳng (GEF) và 
(SAB). Hai mặt phẳng này có vuông góc với nhau không ? 

c) Chứng minh G là trọng tâm của tam giác SHK. Tính khoảng cách từ G đến 
mặt phẳng (SCĐ). 

đ) Gọi # là điểm di động trên đoạn SA. Tìm tập hợp những điểm là hình 
chiếu của Š trên mặt phẳng (CDM). 

Hình chóp S.ABŒD có đáy là hình vuông ABCD cạnh z2, các cạnh bên đều 

bằng a^/3. 

a) Tính khoảng cách từ Š đến mặt phẳng (ABCD). 

b) Gọi (2) là mặt phẳng qua A và vuông góc với $C. Hãy xác định thiết diện 
của hình chóp với (2). 

c) Tính diện tích của thiết diện nói trên. 

đ) Gọi ø là góc giữa AB và (2). Tính sinØ. 


Cho hình lập phương ABCD.A'E'C'D' cạnh a. 
a) Chứng minh 8C” vuông góc với mặt phẳng (A'8CD) 
b) Xác định và tính độ dài đoạn vuông góc chung của A' và BC. 


Cho hình vuông ABCD tâm O, cạnh a. Trên hai tỉa Bx và Dy vuông góc với 
mặt phẳng (ABCD) và cùng nằm về một phía của mặt phẳng (ABCD) lần 


. ' 2 
lượt lấy hai điểm M và N sao cho : BM.DN = = 


Đặt BOM = øz, DON = 8. 

a) Chứng minh tan #.tan = I. Kết luận được gì về hai góc # và đ? 

b) Chứng minh mặt phẳng (ACM) vuông góc với mặt phẳng (CAN). 

e) Gọi H là hình chiếu của Ó trên 4N. Tính ÓH. Từ đó chứng minh rằng AH 
vuông góc với C và mặt phẳng (AMN) vuông góc với mặt phẳng (CMN). 
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12. 


Cho hình lập phương ABCD.A BCT' có cạnh là a. Gọi E, F và M lân lượt là 
trung điểm của AD, AB và CC” 


a) Dựng thiết diện của hình lập phương với mặt phẳng (EFM). 
b) Tính cosø với Ø là góc giữa hai mặt phẳng (ABCD) và (EFM!). 
c) Tính diện tích của thiết diện dựng được ở câu a). 


IL HƯỚNG DẪN GIẢI VÀ ĐÁP SỐ 


1. 
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Gọi 7 là trung điểm của Að, khi đó C : 
ï cố định và trọng tâm Ớ của tam 
giác ABC thuộc trung tuyến C7 sao 


cho lG=31, Do đó có thể xem 
G là ảnh của Œ qua phép vị tự tâm 
L. tỉ số 2 (h3.89) h I b 


Hình 3.89 
Qua phép vị tự tâm Ó tỉ số —2 đường 
thẳng đ biến thành đường thẳng đ, 
có phương trình x + 2y + 4= 0. Qua 
phép đối xứng qua trục Óy đường 
thẳng đ¡ biến thành đường thắng Z 


.có phương trình x — 2y — 4 = 0. Đó 


là phương trình cần tìm. 


Hướng dẫn : 

Gọi ; là hình chiếu vuông góc của 
đỉnh Ó xuống mặt phẳng (ABC) 
(h.3.90). Ta chứng minh được H là 
trực tâm của tam giác ABC, nghĩa 
là chứng minh AH L ÖC tại A, 
BH L CA tại B' và CH 1 AB tại C 


Từ đó suy ra œ= OA“A 
= COS # =cosÓA“A = sinÓOAA/ 
| _OH _OH. 
—ÓOA- ạ 


Hình 3.90 


Xét tam giác vuông ÁÓA” ta có :. 
| l Ị | | 


OHT OA? OA?2 a` OA? 
Xét tam giác vuông BÓC ta có : 
l ] 1 L1 
=———+——=——+—: (2) 
OA2 .OB? ÓC? bì c? 
Từ (1) và (2) ta có : 


() 


| | 2 2 2 
M... hay oH OH 0u =1. 


——= +——+ 
OH7 :a` bˆ c? 2 b` c 


a 
Vậy cos“ #+cos7 8+cos” y⁄=l. 


4. Hướng dẫn : 


Hình 3.91 - Hình 3.92 
a) Áp dụng định lí ba đường vuông góc ta chứng minh được $SB L BC và 
SC L CD. : 
b) Hãy chứng minh AD', AC”, AB đều vuông góc với $D, từ đó suy ra AD, 
AC”, AB cùng nằm trong mặt phẳng (2) đi qua điểm A và vuông góc với 
$D. Do đó CD“ đi qua một điểm cố định là giao điểm 7 của AB và CD khi 
điểm $ di động trên đường thẳng Ax (h.3.91). 


c) Gọi K là trung điểm của cạnh A7) (h.3.92). Ta có AB // (SCK). 
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Dựng AH L SK, HE (I KC, EF ÍI HA. 
Ta được EƑ là đoạn vuông góc chung của AB và $C. 


Ta có EF = AH và AH.SK = AS.AK. Suyra AN= ÂŠ:4K _ 24 - av6 


$%K a3 3 


(SK? =SA? + AK? =2aˆ+aˆ =3a2). 
Hướng dẫn : 


a) Chứng minh CM L Bï (h.3.93) và có CM L SĨ, ta suy raCM L (51B). 
Mặt phẳng (CMF) chứa đường thẳng CM nên (CMF) L (SIB). 


b) Xét tam giác vuông BCM ta có : 


BK.CM = BM.BC — BK =2 L5C, 
CM 
đó 
Do đó BK = -2 _-8 _ a5, 
a5 45 5 
2 


Xét tam giác vuông $1, ta có : 


2 2 
SB? = SI? + IB2 =SC+ TT =9, 


Do đó $B = a\2 và BF = = 


Xét tam giác BKF, ta có : 


a5 
FK? = BF? + BK?—2BF.BK cosB với cosB = 1P =_2 
$%B_ a2 


p2 49 _4Ÿ2 a5 | —2 
2 5 2_ 5 lay2 


_#y2 „1a 4 _a av5 


—=—: Do đó FK = ——= BK. 
I0 2 5 5 


13.BT.HINHHOC11(C)-B 


Vậy tam giác BKF có BK = FK, nên tam giác BKF' là tam giác cân tại K. 


c©) Mặt phẳng (SCD) chứa CD, trong đó CD /AB, do đó 6c”) L (SDA) vì 
CD L (SAD). 


Trong tam giác S4D ta vẽ AE L Š§D thì đoạn vuông góc chung của ŠSÐ và AB 


av3 


là AE. Ta có AE là đường cao của tam giác đều SA/ nên AE = _ 


d) Mặt phẳng (CMF) chứa CM và song song với SA vì ME // SA. 


Do đó khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau $4 và C bằng khoảng 
cách giữa SA và mặt phẳng song song với $4 đồng thời chứa CM. Ta có 


(SA, CM) = (SA, (CMF)) 

Theo câu a) ta có (ME) L (S7B) với giao tuyến là FK. 

Trong mặt phẳng (S7B) dựng $H L FK thì §H L (CMEF'). 

Do đó S = đ (SA, CM) nghĩa là SH là khoảng cách giữa SA và CM. 


Ta có SH = SF.sin SFH = SF. sin KFB =$%F. sin §BƑ = SE: = 
sã 

_a/5 cà. -sẼ. 
2 ` 


a) Áp dụng tính chất vuông góc của Š4 với mặt phẳng (ABCD) và định lí ba 
đường vuông góc, ta chứng minh được các mặt bên của hình chóp là những 
tam giác vuông. 


b) Dễ chứng minh : BD L (SAC), do đó BD L SC. 
Mặt khác vì (2) L SC nên BD" L SC. 


Như vậy ta có hai đường thẳng 8D và BD" phân biệt nằm trong mặt phẳng 
(SBD) và cùng vuông góc với SC. Nhưng vì SỂ không vuông góc với mặt 
phẳng (SBD) nên hình chiếu của SC trên mặt phẳng (SBD) sẽ vuông góc với 
BD và BD'. Suy ra BD // BD. 


Ta có : BC L (SAB) > BC L AB' 
$C 1 (œ > $C 1 AB. 
Vậy AB' L (SBC) > AB' L SB (h.3.94). 
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Hình 3.94 Hình 3.95 


c) Phần thuận : Vì SK L MD, áp dụng định lí ba đường vuông góc, ta có : 
AK L DM hay AKD =909. 
Vậy K nằm trên đường tròn đường kính AÐ trong mặt phẳng (ABCĐ). 


-_ Gọi Ó là tâm hình \ vuông ABCD. Vì DM luôn luôn nằm trong góc BDC nên 


K nằm trên cung ØD (h.3.95). 
Phân đảo : Lấy điểm K bất kì trên cung ØD, DK cắt BC tại M. Ta phải 
chứng minh SK L DM. Thật vậy, điều đó hiển nhiên vì AK L DM. 


Vậy tập hợp các điểm K khi M di động trên đoạn BC là cung ØÐ. 
d) Vì BM = x, nên CM = a - +, Vậy : 
DM = \a? +(g—x)ˆ =\x”-2ax+2a7. 
F 
Tam giác AMD có diện tích bằng - nên : 


a7 — a7 


DM \x? -2ax+2aŸ 


Ta có: $K7 =SA?+AK? 


AK= 


_sv?=g?+4 a —g7(x7—2ax+342) 


xi— 2ax+2a7 x7 -2ax+ 2a? 


ị 2_— 2 
SK=a = — 
. x“—=2ax+2a 


Š$K nhỏ nhất khi và chỉ khi AK nhỏ nhất, tức là khi và chỉ khi K trùng 0Ó, 
hay x= 0. 

ta 3. a6 
Khi đó SẤ mm =2 2= 2 


Khoảng cách từ điểm M đến mặt phẳng (2) được kí hiệu là đ(M, (2). 
a).Vì BCD là tam giác đều nên DE L BC và do đó ÓF L:8C, ngoài ra SỐ L BC 
nên BC L (SÓF'). 


b) Trong mặt phẳng (SÓF) dựng ÓH L SF thì ÓH + (SBC). Trong tam giác 
vuông SÓF, ta có : 

—== =5 = — =—>(OH= 34, 

OHˆ OF“ˆ OS“ 34ˆ 9a^ 9a 8 


Vậy d(O, (SBC)) = = 


Gọi ï = FÓO © AD. Trong mặt phẳng (SIF) dựng : !K 1 SF. 
Vì AD // (SBC) nên tfa có : 

d(A, (SBC)) = dự, (SBC)) = IK = 20H = _ 
c) Ta có IK .L (SBC) nên (2) là mặt phẳng (ADK). Giao tuyến của (2) với 
(SBC) là MN // BC. Ta được thiết diện là hình thang ADNM (h.3.96). Muốn 


` , S& : ` : ¿ 
tính MN ta cần tính tI số ra Xét tam giác vuông SÓÈ ta tính được 


a3 „ . : | a3 
2 


SF= và xét tam giác vuông SK/ ta tính được SK = _ 


Do đó SK _1, Ta suy ra MfN = <, 
$%K 2 2 
S a+<C 34 - Sáˆ 
ADMN 2) 4 16. 
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d) Gọi Ø là góc giữa (Ø2) và (ABC). 


+ 3 
Ta có @= KIF Pauằ T5 B =1 5 
a 
2 


Vậy ø= 307. 


Ta kí hiệu khoảng cách như trong bài 7. 
a) Vì AH // (SDC) nên đ(A, (SDC)) = 4(H, (SDC)). Xét tam giác vuông SHK 


ta tính được : SK = .T 


Trong (SHK) dựng HH" L SK thì HH' L (SCD) nên HH" = d(H, (SDC)). 
a3. 
HS.HK _—2_ “_ a3 _ aj21. 
SK a1 an 7' 


2 


Taccó : HH'= 


Góc giữa hai mặt phẳng (SAB) và (SCD) là góc /1SK (h.3.97) 
—HK_ a — 2 283. 


§H ajÄ V 3. 
2. 


tan HSK = 


Hình 3.97 


b) Ta có C§= VSK?+KC7 =2a?” =C§= a2. 
Do đó CA = C§= aA/2. Vì E là trung điểm $4 nên CE L SA. 
Tương tự ta có : DF L §B. 


Gọi 7 là giao điểm của EF và 5H. Ta có H/K là góc giữa hai mặt. phẳng 
(GEF) và (SAPB). Ta hãy xét tan HIK : 


TC ... 
Tin 
4 
Vậy hai mặt phẳng (S4) và (GEF) không vuông góc với nhau. 


| c) Ta có K/ là trung tuyến của tam giác SHK và Kĩ qua G. 


Mặt khác ` -€Ð- = 2 =G là trọng tâm của tam giác SHK. 
GI  EF 


3 R . GL N 
Do đó HG đi qua trung điểm L của SK, và _ = s mà 4H, (SCĐ)) = 


2V21. 
21 


2V21. 
7 


Vậy đ(G, (SCD)) = 2401, (SCĐ)) = 


d) CD L (SHK) => (CDM) L (SHK). Dựng MN JJ CD, N e SH, ta được 
- CDM)  (SHK) = KN. 
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Dựng SP L KN thì SP L (CDM), do 
đó P là hình chiếu của S trên mặt 
phẳng (CDMI). S 


Ta có : $PK = Iv. Do đó P thuộc 
đường tròn đường kính SŠK trong mặt P 
phẳng (SHK). 

Mặt khác ta chú ý rằng vì M di động 

trên đoạn $A nên NW di động trên 
đoạn $H. Hình 3.98 


Ta suy ra điểm P chạy trên cung $H. 
Chứng minh xong phần đảo ta sẽ tìm 
được tập hợp các điểm P là cung Š⁄ 
(h.3.98). 


9, a) Gọi Ó là tâm của hình vuông ABŒD 
thì $Ø là khoảng cách từ § đến 
(ABCD) Œ.3.99). 


Ta có : SÓ? = SC”-oC7 


G1 


b) Vì 5D L (SAC) nên BD L $SŒ. 
Trong (SAC) dựng AC” L $%C. AC” cắt 
SỐ tại H và cắt $C tại Cˆ Trong 
(SBD), đường thẳng qua H và song Hình 3.99 
song với BD cắt ŠB và $D lần lượt tại 

BvàD. 


Tạ có : BED“ L SC. Vậy SC L mp (ABŒ?D) và (ø) là mặt phẳng (ABC). 
Thiết diện cần tìm là tứ giác ABC”. 


c) BD L (SAC) > BD LAC'ˆ>BD' LAC.. 


4“ ]  p'nf 
l Do đó : ŠSAgcp' =3 AC.BD 
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aj10 - 
SƠ.AC __ 2 :aÝ2 a5 _ aj15. 


Ta có : AC =————=_—_<——. =——-= 
$C a3 v3 3 
2 2 
: Sa 4a 2a 
SC? =SA?—AC” =3a? - “—=—— >§C!= “5Š. 
3 3 XE) 
Từ hai tam giác vuông đồng dạng SÓC và $C”H ta có : 
2a 
“=-aJ3 
¬ ¬-.. 
SO a⁄10 v10 
2 


Vì BD'//BD nên : 
BĐ 5H _ 4a. : -.58 .4 => BD'= sa, 
BD SO 410 J0 10 5 
" a5 4 J2 = 2a 410 _ 2aˆxJ30 - 
| ABCD ` + 43 5 5/3 — 15 


đ) Gọi ølà góc (AB, ()). 


Ta có : CC"= §C —- SC'= a\3- _a3, 
la 3 


Dựng ÓK // CC" với Ke AC, thì OK L (2) và OK = 


a3. 
6 


1 
2 6 
Dựng BF =ÓOK thì BF L (2 và BF = 


Ta có góc (AB,(#))= BAF =ø 


sinBAE= SE ~_6_ - Y3 — sinø= Y3. 
- BA a 6 6 


a) Ta có : BC 1 BC" (đường chéo hình vuông). Vì ABCD.ABCD!' là hình 
lập phương nên : AĐ +L (BBCC)> APB' \L BC'. 
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11. 
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Suy ra : BC".L (ABCD}. 
b) Mật phẳng (AB chứa AB' và song song với BC". Ta hãy tìm hình chiếu 
của BC" trên mặt phẳng (AB). Gọi E, F lần lượt là tâm hình vuông 
ADD^A', BCCB'. Kê FH L' EB' (He EB). Khi đó FH nằm trên mặt phẳng 
(A CD) nên theo câu a) FH L BC"hay FH L AD' Vậy FH L (AB). Do đó 
hình chiếu của 8C” trên mp (A487) là đường thẳng đi qua H và song song 
với BC'. Nếu đường thẳng đó cắt AB' tại K, thì từ K vẽ đường thẳng song 
song với HF, cắt BC" tại L. Khi đó KL là đoạn vuông góc chung cần dựng. 
v2 : | | 
Từ công thức : —==—†— 
LH FE“ FB 


43 : 


KL=FH= “ (h.3.100). 


ta tính được 


BM 
a) tan#= —— tan đ= 
) 2B 8 


a2 


OB=OD = #Ý2. 
2 


2 
Theo giả thiết BM.DN = ®— nên ta có : tan Z tan  = BM.ĐN =]. 
. 2 OB.OD 


Do đó tanz= co/#= #+ = 909 


b) Rõ ràng rằng AC L (Bx, Dy) nên ÔM L AC và ON L AC (h.3.101). 


12. a) Gọi Ó và ÔÓ' lần lượt là tâm của các 


Hình 3.101 


Vậy góc MON là góc giữa hai mặt phẳng (ACM) và (ACN). 
Trong (Bx, Dy), ta có : MON =1809 -(œ+ Ø) = 909. 


Do đó : (ACM) L (ACN). 
OB_. ÓD 


c) Ta có : OM = ON= - Vì.ÓN là đường cao trong tam giác 
COS # cos 
vuông MON nên : 
l 1 | cos“#+cos”/ . 1 
2 v2 V2 2 ng. 
OH OMˆ ON ._ sB ÓB 
Vậy ÓOH = ÓB. 


Ta suy ra OH = ÓA = ÓC. Do đó AHC =90°, hay AH L HC. 


Vì MN L OH và MN Ì AC nên 
MN 1 (AHC). Do đó AHC' là góc giữa 
hai mặt phẳng (AMN) và (CMN). 


Từ đó ta suy ra : (AMMN) L (CMN). 


hình vuông ABCD và A'BC?D', IM cắt 
OO' tại K (ï là trung điểm của EF). 
Đường thẳng qua K song song với BD 
cắt BB' và DD' tại P và Q. Thiết diện 
là ngũ giác EFPMO (h.3.102). 


Hình 3.702 
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b) Ta có Ø= MIC. 


đi 
".... 
CC 3a2j2 3 
4 
cos” Ø@= : = =2 


c) Gọi Š là diện tích thiết điện EFƑPMQ và Š” là diện tích hình chiếu EFBCD 
2 
của thiết diện xuống mặt phẳng (ABC). Ta tính được Š"= =— 


Š_ _74ˆ2 JH _ZJ1 2 


cosø 8 3 24 
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§S. Phép quay 


§7. Phép vị tự 


C. Câu hỏi và bài tập 


MỤC LỤC 


Trang 
Chương Ì 
PHÉP DỮI HÌNH VÃ PHÉP ĐŨNG DẠNG TRŨNG MẶT PHANG 
_ §L. Phép biến hình - §2. Pháp tịnh tiến 

A. Các kiến thức cần nhớ 5 
B. Dạng toán cơ bản 6 
C. Câu hỏi và bài tập IU 

§3. Phép đối xứng trục 
A. Các kiến thức cần nhớ II 
B. Dạng toán cơ bản 12 
C. Câu hỏi và bài tập l6 

§4. Phép đốt xứng tâm 
A. Các kiến thức cần nhớ 17 
B. Dạng toán cơ bản IỆ) 
C. Câu hồi và bài tập 20 
A. Các kiến thức cần nhớ 21 
B. Dạng toán cơ bản 2 
C. Câu hỏi và bài tập 24 

§6. Khái niệm về phép dời hình và hai hình bằng nhau 

A. Các kiến thức cần nhở 25 
B. Dạng toán cơ bản 26 
C. Câu hỏi và bài tập 28 
A. Các kiến thức cần nhớ 28 
B. Dạng toán cơ bản 30 
33 
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§8. Phép đồng dạng _Ô 
A. Các kiến thức cần nhớ 
B. Dạng toán cơ bản 
C. Câu hỏi và bài tập. 
Câu hỏi và bài tập ôn tập chương Ï 
Hướng dẫn giải và đáp số - 


Chương II 


ĐƯỪNG THẮNG VÀ MẶT PHẲNG TR0NG KHÔNG GIAN. 
(UAN HỆ S0NE S0N6 


§1. Đại cương về đường thẳng và mặt phẳng 
A. Các kiến thức cần nhớ 
B. Dạng toán cơ bản 
C. Câu hỏi và bài tập 
§2. Hai đường thẳng chéo nhau và hai đường thẳng song song 
A. Các kiến thức cần nhớ 
B. Dạng toán cơ bản 
C. Câu hỏi và bài tập 
§3. Đường thẳng và mặt phẳng song song 
A. Các kiến thức cần nhớ 
B. Dạng toán cơ bản 
C. Câu hỏi và bài tập 
§4. Hai mặt phẳng Song song 
A. Các kiến thức cần nhớ 
B. Dạng toán cơ bản 
C. Câu hỏi và bài tập 
§5. Phép chiếu song song. Hình biểu diễn của một hình không gian 
A. Các kiến thức cần nhớ 
B. Dạng toán cơ bản 
C. Câu hỏi và bài tập 
Câu hỏi và bài tập ôn tập chương II 
_ Hướng dẫn giải và đáp số 
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33 
34 
36 
37 
43 


56 
57 
60 


61 
6 
64 


65 
66 
68 


69 
71 
73 


75 


. TỔ 


77 
78 


_82 


Chương lII 


VE0Tữ TRŨNG KHÔNG BIAN. 
(UAN HỆ VUÔNG BÚP TRUNG KHÔNG GIAN 


§1. Vectơ trong không gian 


A. Các kiến thức cần nhớ 110 
B. Dạng toán cơ bản 114 


C. Câu hỏi và bài tập 118 


§2. Hai đường thẳng vuông góc 


A: Các kiến thức cần nhớ . 120 
B. Dạng toán cơ bản 121 
C. Câu hỏi và bài tập " 127 


§3. Đường thẳng vuông góc với mặt phẳng 


A. Các kiến thức cần nhớ 128 

B. Dạng toán cơ bản 130 

C. Câu hỏi và bài tập ' 134 
§4. Hai mặt phẳng vuông góc 

A. Các kiến thức cần nhớ . 135 

B. Dạng toán cơ bản 136 

C. Câu hỏi và bài tập _139 


§5. Khoảng cách 


A. Các kiến thức cần nhớ 141 
B. Dạng toán cơ bản 142 
C. Câu hỏi và bài tập 149 
Câu hỏi.và bài tập ôn tập chương HH 150 
Hướng dẫn giải và đáp số 156 
Bài tập ôn cuối năm l§I1 
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Àb OUALITY J 
'4 ÀÀÌ.CROWN 
/ˆ- X_ @C 100 _ ZZ 
: .~. VƯƠNG MIỆN KIM CƯƠNG 
HUÂN CHƯƠNG HỒ CHÍ MINH CHẤT LƯỢNG QUỐC TẾ 


SÁCH BÀI TẬP LỚP 11 


1. BÀI TẬP ĐẠI SỐ VÀ GIẢI TÍCH 11 7. BÀI TẬP TIN HỌC 11 

2. BÀI TẬP HÌNH HỌC 11 8. BÀI TẬP NGỮ VĂN 11 (tập một, tập hai) 
3. BÀI TẬP VẬT LÍ 11 9. BÀI TẬP LỊCH SỬ 11 

4, BÀI TẬP HOÁ HỌC 11 10. BÀI TẬP TIẾNG ANH 11 

5, BÀI TẬP SINH HỌC 11 11. BÀI TẬP TIẾNG PHÁP 11 

6. BÀI TẬP ĐỊA LÍ 11 12. BÀI TẬP TIẾNG NGA 11 


SÁCH BÀI TẬP LỚP 11 - NÂNG CAO 


« BÀI TẬP ĐẠI SỐ VÀ GIẢI TÍCH 11 « BÀI TẬP HOÁ HỌC 11 
« BÀI TẬP HÌNH HỌC 11 « BÀI TẬP NGỮ VĂN 11 (tập một, tập hai) 
« BÀI TẬP VẬT LÍ 11 « BÀI TẬP TIẾNG ANH 11 
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